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PREFACIO

James Clerk Maxwell (1831 — 1879) fue uno de los cientificos mas brillantes, y prolificos, que
dio Gran Bretafia, s6lo comparable con Isaac Newton, aunque los aspectos de la Ciencia que estudié
fueron mucho maés variados que los investigados por el inglés. Maxwell comenz6 a publicar
trabajos cientificos siendo estudiante, a los 15 afios presentd un trabajo ante la Royal Society of
Edinburgh sobre cuerpos elésticos. Publico trabajos sobre Optica, AcUstica, Matematicas,
Hidrodinamica, Estadistica, Astronomia, Calor y Termodinamica, Geometria, etc. Su frondosa
imaginacién unida a su habilidad manual y capacidad intelectual, lo llevaron, muchas veces, a
emplear los conocimientos de una disciplina para darle forma matematica a las resultados de otra.
Asi como, en 1827, para exponer su ecuacion sobre el flujo de corriente eléctrica en régimen
estacionario, Ohm us6 los razonamientos de Fourier sobre el flujo estacionario de calor, publicado
en 1822 en la Théorie analytique de la chaleur o, en 1855, Fick empled la ley de Fourier para
encontrar el flujo de concentracion en régimen estacionario, Maxwell aplico esa transferencia de
modelo para explicar los resultados experimentales que obtuvo Faraday al someter limaduras de
hierro a la accion de un iman. Para ello considerd que las lineas que forman las limaduras entre los
polos del iman, podian considerarse como tubos de diametro infinitesimal por los que circulaba un
fluido incompresible. De esta manera pudo encontrar la expresion matematica para las "lineas de
fuerza" de Faraday. A lo largo de la obra de Maxwell se encuentran varios casos de este tipo de
"transferencia de comportamiento”

Pierre Duhem (1861 - 1916) fue un cientifico francés, clerical, monarquico, nacionalista, que
hizo grandes contribuciones a la Termodindmica, pero que también incursiond en otros campos de
la Ciencia, como el electromagnetismo, y en la Epistemologia y la Historia de la Ciencia. Su obra
fue muy amplia, en vida public6 unos cuatrocientos trabajos y treinta y dos libros en 45 volimenes.
A su muerte dejo varios trabajos listos para la imprenta y otros trabajos que se fueron completando
y publicando hasta la década de 1980. Su espiritu critico y detallista lo Ilev6 a analizar los trabajos
sobre Electricidad y Magnetismo de James Clerk Maxwell.

Maxwell, publico tres trabajos y dos libros sobre electromagnetismo, a lo largo de los cuales
Duhem observo que el autor cambiaba de criterios respecto a las opiniones de Coulomb y Poisson
sobre la magnetizacion por influencia y sus resultados y, ademas, que habia errores sustanciales en
algunas formulas empleadas. Por eso, entre 1900 y 1901, redacto el trabajo " Les théories
électriques de J. Clerk Maxwell" que aqui hemos traducido al castellano. Al traducir, hemos hecho
una Unica correccion. Para nombrar a la propagacion de la electricidad a través de un medio, Duhem
usa el término flux (flujo). Pero, actualmente, en Fisica se emplea el término flujo, de una magnitud
a través de una superficie, para representar qué cantidad de esa magnitud atraviesa normalmente a
la unidad de superficie en la unidad de tiempo. Dado que la propagacion de la electricidad no




siempre se propaga en forma perpendicular a la superficie, hemos preferido reemplazar "flujo™ por
"corriente™.

Hemos traducido el texto de Duhem vy, para facilitar al lector la comparacion entre el analisis de
Duhem vy los escritos de Maxwell, hemos incorporado tres publicaciones de Maxwell: "On
Faraday's lines of Force”, "A dynamical theory of the Electromagnetic Field" y "On Physical Lines
of Force" . Los dos primeros articulos los hemos traducido al castellano. El tercero, s6lo lo hemos
copiado, para evitar que los lectores le achaquen a la traduccion, los errores gramaticales y el
empleo que hizo Maxwell de nombres distintos para una misma magnitud — por ejemplo, el estado
electroténico o el momento electromagnético, que en otras partes llama impulso electrocinético —
0, un mismo nombre para magnitudes diferentes, — por ejemplo, identificando induccion
magnética con intensidad de magnetizacion.

Confiamos en que la critica constructiva que hizo Duhem sobre el electromagnetismo de
Maxwell, sea instructiva para los lectores.

Miguel Katz
Agosto de 2018.
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I. UNA BREVE RESENA BIOGRAFICA SOBRE PIERRE DUHEM

Pierre-Maurice-Marie Duhem, naci6 en Paris el 9 de junio de 1861." Fue el hijo mayor de
Joseph-Pierre Duhem, un comerciante parisino originario de Roubaix, cuyos ancestros provenian de
Flandes, una de las tres provincias del Reino de Bélgica. El apellido original era du Hem, o du
Hameau, pero al cabo de un par de siglos de vivir en Francia se transformé en Duhem.

La madre de Pierre Duhem, Marie Fabre, era también parisina, descendiente de una familia
originaria de Langedoc. Luego del nacimiento de Pierre, dio a luz dos mellizas, Marie y Antoniette
y en 1872 un vardn, Jean. A los tres dias del nacimiento él y Antoniette fallecieron debido a un
crup.

Inicialmente, Pierre fue educado por sus padres, pero a los siete afios fue enviado a estudiar al
instituto de las Stas. Arnoul, donde integrando un pequefio grupo de cuatro alumnos, aprendid
gramatica, aritmética, catecismo y las primeras nociones de latin.

! En muchos textos figura como nacido el 10 de junio de ese afio, pero ese dia fue registrado su nacimiento en la
Alcaidia de Paris.
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Duhem y el electromagnetismo de Maxwell

El estallido de la guerra franco prusiana, en julio de 1870 y el avance de las tropas alemanas
sobre Paris hizo que la familia Duhem, huyera a Burdeos, de donde regresé después del armisticio,
pero vivieron en Paris la insurreccion de la "Comuna" con sus decretos anticlericales, — como la
separacion de la Iglesia del Estado — y otros decretos que a esa familia ultracatdlica los afectd
emocionalmente.

Fue en 1872 que Pierre Duhem ingres6 como medio pupilo al Collége Stanislas, una escuela
catolica, donde estudié durante diez afios. Su profesor de Fisica en ese establecimiento fue Jules
Moutier, quien habia trabajado con Henri Sainte-Claire Deville en la Ecole Normal Supérieure y
que en 1872 habia publicado Eléments de Thermodynamique?. Su carisma y su forma de ensefiar,
hicieron que Duhem se volcara principalmente al estudio de esa rama de la ciencia.

En 1882, Duhem ingreso a la Ecole Normal Supérieure. A pesar de las recomendacion del Abate
Lagarde, Director del College Stanislas, y de las sugerencia de su madre, para que siguiera la
carrera de Letras, Duhem eligié estudiar Ciencias. En esa escuela es costumbre ordenar a los
alumnos en funcion de su rendimiento educativo. Ya desde el primer afio, Duhem fue distinguido
como el primero de su clase en la Seccién Ciencias® y permanecié en ese puesto durante toda su
estadia en la Ecole. En la Ecole estuvo cinco afios, los primeros tres como estudiante regular y los
Gltimos dos como Agrégué préparateur de Physique, una suerte de ayudante-alumno, encargado de
orientar y ayudar a los estudiantes en sus problemas de clase, preparar el material de laboratorio,
supervisar los trabajos practicos, etc., sin desmedro de seguir profundizando sus estudios. Durante
su Gltimo afio en la Ecole, Louis Pasteur que hacia investigaciones en uno de los laboratorios, le
ofrecié un cargo de Asistente quimico-bacteriélogo. Pero Duhem no lo aceptd pues su interés era
profundizar en los aspectos tedricos de la Fisica y la Termodinamica.

En 1884, presentd su tesis doctoral en la que trataba el potencial termodinamico en Fisica y
Quimica, en la cual definia el criterio para la posibilidad de ocurrencia de una reaccién, a una
temperatura y presion dadas, en términos de la variacion de energia libre asociada a ese proceso. En
esta tesis, rechazaba el criterio de espontaneidad sostenido por Marcellin Berthelot basado en el
calor asociado a dicha transformacion, por lo que, a una determinada temperatura y presion, solo
podian ocurrir espontaneamente las reacciones exotérmicas®. En esa época Berthelot, reconocido

2 En 1885, J. Moutier publicé La thermodynamique et ses principales applications, (Gauthier — Villars, Paris), que
luego Duhem citaria en la bibliografia de sus trabajos sobre Termodinamica Quimica.

® La noche de su examen de admisién, el 2 de agosto de 1882, uno de sus examinadores, Désiré Jean-Baptiste
Gernez, le escribié a Jean-Baptiste Dumas: "Me complace anunciar que después del examen de ingreso a la Ecole
Normale Supérieure, el Sr. Duhem fue el primero de la lista con una marcada superioridad sobre sus competidores. Este
joven parece digno en todos los aspectos del interés que se le pueda mostrar, y creo que le dara honor a la Escuela
Normal. Dumas, le reenvio la carta a los padres de Duhem, con una nota; "La carta del Sr. Gernez, colmara de placer a
la familia del Sr. Duhem™.

* Principe du travail maximum.— "Toute changement chimique accompli sans I'intervention de une énergie
étrangére tend vers la production du corps ou du systeme de corps qui dégage le plus de chaleur." [... ] "Toute réaction
chimique susceptible d'étre accomplie sans le concours d'un travail préliminaire et en dehors de I'intervention d'une
énergie étrangere a celle des corps présents dans le systéme, se produit nécessairement, si elle dégage de la chaleur."
M. Berthelot,(1879) Essai de mécanique chimique fondée sur la thermochimie, T. I, Dunod éditeur, Paris, p. XXIX.
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Una breve resefia biografica sobre Pierre Duhem

por sus actividades cientificas, era senador vitalicio y un politico republicano muy influyente®. El
Jurado, presidido por Gabriel Lippman® consideré que el criterio de espontaneidad sostenido por
Duhem era incorrecto por lo que rechazé su tesis. Duhem, que estaba convencido de su teoria, la
que concordaba perfectamente con los desarrollos de Gibbs, publicé su tesis con el nombre de Le
Potentiel thermodynamique et ses applications a la Mécanique Chimique et a I'étude des
phénomeénes électriques.” El enfrentamiento con la teorfa, incorrecta, de Berthelot se hizo muy
conocida en la comunidad cientifica francesa y, se supone, que, debido a ello, se le atribuye a
Berthelot haber dicho publicamente " Este joven no podra ensefiar nunca en Paris". Efectivamente,
Duhem trabajo en Lille, en Rennes y en Bordeaux, pero nunca fue aceptado su pedido de trabajar
como docente en Paris.

En 1888, Duhem defendid su tesis en la Universidad de Paris, obteniendo el titulo de Doctor en
Ciencias Matematicas ante un jurado formado por Edmond Bouty, Gastén Darboux y Henri
Poincaré. Curiosamente la tesis versé sobre un problema de electromagnetismo, cuyo titulo fue "De
I’aimantation par influence"

Trabajando como "Maitre de conférences"” en la Faculté du Sciences de Lille, en 1891 redactd y
publicé los dos volimenes de su "Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique™; al afio siguiente
publico los tres volimenes de su "Lecons sur I'électricité et le magnétisme" y en 1893, su
"Introduction a la mécanique chimique”, que se convertiria en un texto clasico sobre esta materia.
En los seis afios que ejercid la docencia en Lille, hizo una sesenta publicaciones entre articulos y
memorias.

En 1890, se casé con Adeéle Chayet con quien, al afio siguiente, tuvo una hija, Hélene. Adéle
fallecio en 1892 a poco de dar a luz su segundo hijo, que sobrevivié unos pocos dias.

En octubre de 1893, dejé el cargo en Lille y fue nombrado "Maitre de conférences"” en la Faculté
des Sciences de Rennes, donde trabajo sélo un afio. En 1894, solicito el traslado a Paris pero el
Ministerio de Instruccion Publica lo nombré Maitre de conférences en la Faculté des Sciences de
Bordeaux, donde tomo el cargo en octubre de 1894. Duhem reclamé a través de su amigo, Jules
Tannery, ya que habia varias vacantes en la Sorbonne y Louis Liard, entonces Director de
Ensefianza superior en el Ministerio de Instruccion Publica le dijo a Tannery que Duhem debia
aceptar el puesto porque "Bordeaux c’est le chemin de Paris"”. Aunque en 1901 le escribi6 a Liard
reclamando el traslado a Paris, en Bordeaux quedaria por el resto de su vida.

Los motivos de la reticencia de las autoridades francesas a que trabajara en la Sorbonne, deben
buscarse mas alla de la oposicién de Berthelot quien, a pesar de todo, en diciembre de 1900, cuando
se propuso a Duhem como corresponsal de la Academia de Ciencias en la Seccion Mecanica, votd a

® Entre 1886 y 1887 fue Ministro de Instruccién Publica y Bellas artes de Francia. En 1895 fue Ministro de
Relaciones exteriores.

® Gabriel Lippman (1845 — 1921), fue un fisico amigo personal de Marcellin Berthelot y Duhem considerd que el
rechazo de su tesis se debi6 a la opinidn de Berthelot. Lippman fue galardonado con el Premio Nobel de Fisica de 1908.

" A. Herman, Libraire scientifique, Paris, 1886.
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favor de su incorporacion diciendo "Aqui s6lo se deben considerar los méritos cientificos de
Duhem”

En octubre de 1894, estallé el caso Dreyfus®, que conmocioné a Francia y cuyo desarrollo
repercutié en buena parte del mundo. Este caso produjo una grieta en la sociedad francesa. Por un
lado los que estaban a favor de la inocencia de Dreyfus eran mayoritariamente, republicanos y
liberales. En cambio los que estaban en contra, eran mayoritariamente, nacionalistas, conservadores,
clericales, monarquicos, antisemitas o conservadores.

Pierre Duhem era monérquico®, simpatizante de la Action francaise™ y catdlico practicante. Fue
miembro de la Ligue de la patrie francaise, una organizacion nacionalista y antidreyfus, creada el 4
de enero de 1899 que, en el primer mes, asocio a unos 30.000 miembros, siendo Duhem uno de los
primeros. Segun su hija, Duhem hasta se oponia a los sillonistas'!, se consideraba opositor a los
republicanos a quienes asignaba raices ateistas. También denostaba a los judios, su propia hija decia
que era antisemita, aunque tuvo “buenas relaciones con algunos colegas judios",** y apoy6 el

procesamiento de Dreyfus.

8 En octubre de 1894, el capitan Alfred Dreyfus, ingeniero militar nacido en Alsacia (region que habfa pertenecido a
Alemania) y de religidn judia, fue acusado de haber entregado a los alemanes documentos secretos. Fue condenado por
un tribunal militar a prision perpetua y desterrado a la Isla del Diablo, frente a la costa de la Guayana francesa. Su
familia tratd de probar su inocencia y el Jefe del servicio de contraespionaje francés, comprob6 en 1896, que los
documentos fueron entregados por otro militar. A pesar de su denuncia, el Estado Mayor francés la desestimé y orden6
su traslado a Africa. Esto motivé a que el Presidente del Senado corroborase la inocencia de Dreyfus a la vez que la
familia de Dreyfus denunci6 al verdadero traidor ante el Ministerio de Guerra. Sin embargo, el Tribunal militar absolvi6
a este hombre. EI caso habia tomado estado publico y dividié a la sociedad francesa entre dreyfusards, fueron los
primeros defensores de Dreyfus, los dreyfusistes, quienes sobre la base de la injusticia cometida con Dreyfus sostenian
la necesidad de realizar reformas politicas y sociales, los dreyfusiens, que abogaban por la secularizacion de la sociedad
francesa. Entre los que estaban a favor de Dreyfus, se contaban intelectuales, liberales, republicanos, lo que hoy
llamariamos "progresistas”. Los opositores a Dreyfus se identificaban como antidreyfusistes. En este ultimo bando
adherian sectores, nacionalistas, clericales, antisemitas, monarquicos y conservadores.

Uno de los motores de la defensa de Dreyfus fue el escritor Emile Zola, cuyo alegato "J'Accuse” tuvo gran
repercusion provocando la adhesién de muchisimos "intelectuales" (término acufiado precisamente a raiz de ese libro).
En 1898, ante la negativa del Ejército de aceptar su inocencia, Dreyfus fue indultado por el Presidente y en 1906, La
Corte de Casacion anuld todos los fallos de los Tribunales militares, exonerando a Dreyfus de toda culpa y ordenando
su reincorporacion al Ejército con el grado de Comandante.

° Su bidgrafo, Stanley Jaki, sostuvo que Pierre Duhem era monérquico por respeto a su madre, que era “una
ardiente monarquica”. S. Jaki. Uneasy Genius: The Life And Work Of Pierre Duhem, The Hague, Kluwer Academic
Publishers, 1984. Pagina 160.

1% Movimiento politico francés, de derecha, que expresaba sus ideas, entre otros medios, por un periédico del
mismo nombre, que bajo la influencia de Charles Maurras, expresaba sus ideas monarquicas, en contra de los ideales de
la Revolucién francesa, de tendencia clerical y antisemita.

1 Movimiento creado en 1894 por el periodista y politico francés, Marc Sangnier (1853 — 1950), que promovia un
catolicismo democratico y progresista, quien fundé el periédico "Le sillon". La hija de Duhem, Héléne, relata uno de
los comentarios despectivos de su padre hacia ese movimiento en su libro "Un Savant Francais, Pierre Duhem"”, Paris,
Libraire Plon, 1936. pagina 140. En la pagina 127, Hélene comentd que Albert Dufourcq le dijo que Pierre Duhem, le
habia prestado el libro de Charles Maurras "Dilemme de Marc Sangnier", diciéndole que estaba en un todo de acuerdo
con Maurras sobre la democracia cristiana.

12 Héléne Pierre Duhem, "Un Savant Francais, Pierre Duhem”, Paris, Libraire Plon, 1936. pagina 139.
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La Tercera Republica se habia establecido en 1870 y el régimen republicano gozaba del aprecio
de la mayoria de la poblacion francesa. A fines del siglo XIX, los monarquicos eran una minoria, no
muy bien vista por el resto de la poblacion. Por eso, Duhem, conocido por sus ideas, no era bien
visto en los circulos oficiales e intelectuales de Paris. No obstante, su frondosa produccion cientifica
hizo que le ofrecieran la catedra de Historia de la Ciencia en el College de France, pero él la
rechazo diciendo que era un fisico y que no queria entrar en la docencia universitaria parisina por la
puerta trasera.

En 1913, fue electo miembro (no residente®®) del Institut de France

De su obra se evidencia netamente su actitud positivista ante la ciencia, a pesar de su profunda
religiosidad. En lo referente a la Termodinamica, adhiri6 a las concepciones de los "energéticos”. Si
bien se les atribuye a Ernst Mach y a Wilhelm Ostwald, el término fue acufiado bastante antes por
William John Macquorn Rankine, que se popularizé a través de su libro Outlines of the Science of
Energetics. La primera proposicion fundamental de los energéticos, era exactamente igual a la de
Clausius, expresaba el principio de la conservacion de la energia; pero la segunda proposicién, que
supuestamente formulaba la direccion de los fenémenos, postulaba una analogia perfecta entre el
paso del calor de una temperatura mas alta a otra mas baja y la caida de un peso desde una altura
mayor a una menor. De esta manera se trataba de adaptar las leyes de la Mecanica a la
Termodinamica. como comenté Max Planck'®, eso implicaba que no era necesario establecer la
irreversibilidad de un proceso fisico, en el que sélo ocurriesen cambios de estado o de estructura
cristalina, para probar el segundo principio de la Termodindmica. Mas adn, carecia de sentido
hablar del cero absoluto ya que tanto en la temperatura como en la altura lo Unico que pueden
medirse son diferencias.

Al igual que en el positivismo de Mach y de Ostwald, para Duhem era innecesaria la
comprobacidn de la existencia real de los &tomos. Es de suponer que debe haber estado de acuerdo
con la pregunta que Ostwald le hizo a Boltzmann:¢, Pero gordito, alguna vez viste un &tomo? Como
positivista, Duhem era escéptico a las teorias de Boltzmann que intentaban vincular las propiedades
de las particulas submicroscopicas con los fendmenos macroscopicos. Sin embargo, en 1904,
cuando Boltzmann cumplié 60 afios, participé en el Festschrift'>que escribieron 117 prominentes
cientificos de diversas partes del mundo (Estados Unidos, Rusia, Francia, Australia, Alemania y Japon
entre otros)

En lo que respecta al electromagnetismo, adhirio a las concepciones de Hermann von
Helmholtz. Su critica respecto de la obra de Maxwell se desarrollara en las secciones siguientes.

A partir de su nominacion en la Académie desarrollé un poco mas actividades sociales. Con el
estallido de la Primera guerra, contribuyé a la ayuda de viudas y huérfanos de combatientes
franceses.

13 Se llamaban "no residentes" a los que no residian en Pars.
Y Planck, M., (1948):Wissenschaftliche Selbstbiographie, J.A. Barth, Leipzig, P4g. 8.
> Articulo homenaje.
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Duhem y el electromagnetismo de Maxwell

En agosto de 1916, viajo a Cabrespine a encontrarse con su hija que estaba viviendo en Paris. El
2 de septiembre tuvo un infarto. Cuando parecia que se iba a recuperar tuvo otro ataque al corazon,
luego de unos dias de reposo, el 14 de septiembre intentd levantarse pero su corazon no resistio y
fallecio.

Dej6 varios trabajos manuscritos, listos para la imprenta.

A lo largo de su carrera, Pierre Duhem recibi¢ varias distinciones:

En 1902, fue nombrado Asociado extranjero en la Académie Royale de Belgique.
En 1905, fue electo miembro extranjero de la Akademia Umiejetnosci de Cracovia.

En 1907, la Académie des Sciences de Paris, le otorgd el Premio Petit d° Ormoy (10.000
francos).

En 1909, la Societé Néerlandaise de Physique lo nombré miembro correspondiente.

En 1912, el Reale Istituto Veneto de Scienze, Lettere e Arte, lo nombré miembro extranjero.
Ese mismo afio, Reale Accademia delle Scienze di Padova, lo nombro asociado honorario.
En 1913, fue electo Miembro no residente del Institut de France.

Las publicaciones de Pierre Duhem *;

Duhem publicd unos cuatrocientos trabajos y treinta y dos libros en 45 volimenes. Sus
principales obras son:

1884. "Recherches de M. Helmholtz sur l'origine de la chaleur voltaique", en colaboracién con
M. J. Moutier, La Lumiére Electrique, 6 année, t. XIII, 23 aott 1884, n°34, pp. 281 — 286 et 30 ao(it
1884, n°35, pp. 331-334.

1884. Sur le potentiel thermodynamique et la théorie de la pile voltaique / note présentée par M.
Ch. Hermite le 22 décembre, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des
Sciences, t. XCIX, 1884, 2% semestre, n°25, pp. 1113-1115.

1885. Applications de la thermodynamique aux phénomeénes capillaires, Annales Scientifiques
de I'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. I, juin 1885, pp. 207 — 254,

18 Se indican los trabajos mas importantes de Pierre Duhem. No se incluyen sus comentarios sobre trabajos de
terceros publicados en distintas revistas, ni las respuestas a comentarios publicados sobre sus propios trabajos, ni los
trabajos de sus doctorandos, etc. Para una informacién completa de sus publicaciones ver: Jean Francois Stoffel: Pierre
Duhem et ses doctorands, Bibliographie de la littérature primaire et secondaire. Louvain-la-Neuve. Centre
interfacultaire d'étude en histoire des sciences (1996) ISBN 2-930175-00-1. pp. 25 — 312.
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Una breve resefia biografica sobre Pierre Duhem

1885. Applications de la thermodynamique aux phénomeénes thermoélectriques et pyro-
électriques. - Premiére partie : Phénomeénes thermoélectriques, Annales Scientifiques de I'Ecole
Normale Supérieure, 3° série, t. Il, décembre 1885, pp. 405 — 424,

1885. Sur la théorie de I'induction électrodynamique / note présentée par M. Ch. Hermite le 5
janvier, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. C, 1885, 1%
semestre, n’1, pp. 44 — 46.

1885. Sur le renversement des raies du spectre, in Journal de Physique Théorique et Appliquée,
2° série, t. IV, mai 1885, pp. 221-225.

1886. Applications de la thermodynamique aux phénomeénes thermoélectriques et pyro-
électriques. — Deuxiéme partie : Phénoménes pyro-électriques, Annales Scientifiques de I'Ecole
Normale Supérieure, 3° série, t. I11, ao(it 1886, pp. 263 — 302.

1886. Le potentiel thermodynamique et ses applications a la mécanique chimique et a I'étude
des phénomenes électriques, A. Hermann, Libraire Scientifique, Paris.

1886. Sur la capacité calorifique des combinaisons gazeuses dissociables, Journal de Physique
Théorique et Appliquée, 2° série, t. V, juillet 1886, pp. 301 — 323.

1886. Sur la condensation des vapeurs / note présentée le 28 juin, in Comptes rendus
Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. Cll, 1886, 1 semestre, n°26, pp. 1548 —
1549.

1886. Sur la loi d’Ampére, Journal de Physique Théorique et Appliquée, 2° série, t. V, janvier
1886, pp. 26 — 29.

1886.. Sur la tension de vapeur saturée / note présentée par M. H. Debray le 22 novembre,
Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CllII, 1886, 2° semestre,
n°21, pp. 1008 — 1009.

1886. Sur les corps hygrométriques, Journal de Physique Théorique et Appliquée, 2° série, t. V,
mars 1886, pp. 103 — 116.

1886. Sur les vapeurs émises par un mélange de substances volatiles / note présentée par M. H.
Debray le 21 juin, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. Cll,
1886, 1* semestre, n°25, pp. 1449 — 1451.

1886. Traduction de Gustav Kirchhoff : «Sur la théorie des rayons lumineux», Annales
Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. 111, septembre 1886, pp. 303 — 341.

1887. Etude sur les travaux thermodynamiques de M. J. Willard Gibbs. — Premiére partie:
Examen du deuxiéme principe de la thermodynamique, in Bulletin des Sciences Mathématiques, t.
XXI1 (2° série, t. XI), juin 1887, 1 partie, pp. 122 — 148.
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1887. Etude sur les travaux thermodynamiques de M. J. Willard Gibbs. — Seconde partie:
Historique et principales applications de la théorie de M. Gibbs, Bulletin des Sciences
Mathématiques, t. XXI1 (2° série, t. XI), juillet 1887, 1* partie, pp. 159 — 176.

1887. ,Sur l'aimantation par influence / note présentée par M. G. Darboux le 24 octobre, in
Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CV, 1887, 2° semestre,
n°17, pp. 749 — 751.

Sur l'aimantation par influence / note présentée par M. G. Darboux le 31 octobre, Comptes
rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CV, 1887, 2° semestre, n°18, pp.
798 - 800.

1887. Sur l'aimantation par influence / note présentée par M. G. Darboux le 5 décembre,
Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CV, 1887, 2° semestre,
n°23, pp. 1113 - 1115.

1887. Sur l'aimantation par influence / note présentée par M. G. Darboux le 19 décembre,
Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CV, 1887, 2° semestre,
n°25, pp. 1240 — 1241.

1887. ,Sur la chaleur spécifique d'une dissolution saline / note présentée par M. H. Debray le 14
mars, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CIV, 1887, 1%
semestre, n’11, pp. 780-781.

1887. Sur la hauteur osmotique, Journal de Physique Théorique et Appliquée, 2° série, t. VI,
mars 1887, pp. 134 — 147.

1887. A propos de J.- H. Van t"Hoff, L'équilibre chimique dans les systémes gazeux ou dissous
a I'état dilué, Archives Néerlandaises des Sciences Exactes et Naturelles, t. XX, 1886, pp. 239 -
302.

1887. Sur la pression électrique et les phénomeénes électrocapillaires / note présentée par M. H.
Debray le 3 janvier, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t.
CIV, 1887, 1* semestre, n°1, pp. 54 — 56.

1887. Sur la pression osmotique, Journal de Physique Théorique et Appliquée, 2° série, t. VI,
septembre 1887, pp. 397 — 414.

1887. Sur la relation qui lie I'effet Peltier a la différence de niveau potentiel de deux métaux en
contact, in Annales de Chimie et de Physique, 6° série, t. XII, décembre 1887, pp. 433 — 471.

1887. Sur la théorie du magnétisme / note présentée par M. G. Darboux le 14 novembre,
Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CV, 1887, 2° semestre,
n°20, pp. 932 — 934.
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1887. Sur le phénoméne de Peltier dans une pile hydro-électrique / note présentée par M. H.
Debray le 13 juin, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'’Académie des Sciences, t. CIV,
1887, 1% semestre, n"24, pp. 1697-1699.

1887. Sur les vapeurs émises par un mélange de substances volatiles, Annales Scientifiques de
I'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. IV, janvier 1887, pp. 9-60.

1887. Sur quelques formules relatives aux dissolutions salines / note présentée par M. H. Debray
le 7 mars, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CIV, 1887,
1% semestre, n°10, pp. 683 — 685.

1887. Sur quelques formules relatives aux dissolutions salines, Annales Scientifiques de I'Ecole
Normale Supérieure, 3° série, t. IV, décembre 1887, pp. 381 — 405.

1887. Sur une relation entre I'effet Peltier et la différence de niveau potentiel entre deux métaux
/ note présentée par M. H. Debray le 6 juin, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de
I'Académie des Sciences, t. CIV, 1887, 1* semestre, n°23, pp. 1606 — 1609.

1887. Sur une théorie des phénomeénes pyro-électriques, Journal de Physique Théorique et
Appliquée, 2° série, t. VI, ao(it 1887, pp. 366 — 373.

1888. Applications de la thermodynamique aux actions qui s'exercent entre les courants
électriques, Acta Societatis Scientiarum Fennica, t. XVI, 1888, pp. 229 — 332.

1888. Compte rendu de Emile Mathieu : «Théorie de I'électrodynamique» (1888), Bulletin des
Sciences Mathématiques, t. XXII (2° série, t. XI1), octobre 1888, 1* partie, pp. 229 — 241.

1888. De l'aimantation par influence, in Annales de la Faculté des Sciences de I'Université de
Toulouse, t. I1, 1888, pp. L1 — L138.

1888. De I'Aimantation par Influence. Suivi de Propositions Données par la Faculté, Gauthier-
Villars et Fils. Paris.

1888. These présentée a la Faculté des sciences de Paris, le 30 octobre 1888, pour I'obtention du
grade de Docteur des sciences mathématiques. Compte rendu: J. Tannery, Bulletin des Sciences
Mathématiques, t. XXI11 (2° série, t. XI11), octobre 1889, 1¥ partie, pp. 252 — 255.

1888. De l'influence de la pesanteur sur les dissolutions, Journal de Physique Théorique et
Appliquée, 2° série, t. VII, septembre e 1888, pp. 391 — 419.

1888. Etude historique sur la théorie de I'aimantation par influence, Annales de la Faculté des
Sciences de I'Université de Toulouse, t. 11, 1888, pp. 1 — 40.

1888. Sur l'aimantation des corps diamagnétiques / note présentée par M. E. Mascart le 12 mars,
Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CVI, 1888, 1%
semestre, n’11, pp. 736 — 738.
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1888. Sur la liguéfaction de l'acide carbonique en présence de lair, Journal de Physique
Théorique et Appliquée, 2° série, t. VII, avril 1888, pp. 158 — 168.

1888. Sur la pression électrique et les phénomeénes électrocapillaires. — Premiére partie : De la
pression électrique, Annales Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. \/, mars 1888,
pp. 97 — 146.

1888. Sur les équilibres chimiques / note présentée par M. H. Debray le 13 février, Comptes
rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CVI, 1888, 1% semestre, n°7, pp.
485 — 487.

1888. A propos de H. Le Chatelier, Sur les lois de I'équilibre chimique / note présentée par M.
A. Daubrée le 30 janvier, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences,
t. CVI, 1888, 1* semestre, n°5, pp. 355 — 357.

1888. Sur les lois de I'equilibre chimique : Réponse a M. H. Le Chatelier / note présentée le 19
mars, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CVI, 1888, 1%
semestre, n°12, pp. 846 — 849.

1888. Sur quelques propriétés des dissolutions, Journal de Physique Théorique et Appliquée, 2°
série, t. VII, janvier 1888, pp. 5 — 25.

1888. Sur un mémoire de M. Max Planck ayant pour titre : «Sur le principe de lI'accroissement
de I'entropie», Journal de Physique Théorique et Appliquée, 2° série, t. VII, mars 1888, pp. 124 —
127.

1888. Sur un mémoire de M. Robert von Helmholtz™: «Sur la variation du point de congélation»,
in Journal de Physique Théorique et Appliquée, 2° série, t. VII, mars 1888, pp. 122 — 123.

1888. Sur une formule de M. Frowein, Journal de Physique Théorique et Appliquée, 2° série, t.
VII, juillet 1888, pp. 316 — 321.

1889. Compte rendu de H. Resal : «Traité de physique mathématique» (1887, 1888), Bulletin
des Sciences Mathématiques, t. XXII1 (2° série, t. XI11), novembre 1889, 1% partie, pp. 265 — 272.

1889. Des corps diamagnétiques. — Lille: Au sieége des Facultés, 1889. — 71 p. — (Travaux et
Mémoires des Facultés de Lille; tome I, mémoire n°2).

1889. Quelques remarques sur les mélanges de substances volatiles, Annales Scientifiques de
I'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. VI, mai 1889, pp. 153 — 156.

1889. , Sur I'équivalence des courants et des aimants, Annales Scientifiques de I'Ecole Normale
Supérieure, 3° série, t. VI, septembre 1889, pp. 297 — 326.

“ (1862 - 1889) Era hijo de Hermann von Helmholtz.
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1889. Sur l'impossibilité des corps diamagnétiques / note présentée par M. G. Darboux le 20
mai, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CVIII, 1889, 1*
semestre, n°20, pp. 1042 —-1043.

1889. Sur la pression électrique et les phénomenes électrocapillaires. — Deuxiéme partie : Des
phénomeénes électrocapillaires, Annales Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. VI,
juin 1889, pp. 183 — 256.

1889. Sur la transformation et I'équilibre en thermodynamique / note présentée le 1 avril,
Comptes rendus Hebdomadaires des er Séances de I'Académie des Sciences, t. CVIII, 1889, 1%
semestre, n°13, pp. 666 — 667.

1890. Compte rendu de Joseph Bertrand: «Lecons sur la théorie mathématique de I'électricité»
(1890), Bulletin des Sciences Mathématiques, t. XXIV (2° série, t. XIV), février 1890, 1* partie,
pp. 41 —55.

1890. Des principes fondamentaux de I'hydrostatique, Annales de la Faculté des Sciences de
I'Université de Toulouse, t. IV, 1890, pp. C1 — C35.

1890. Sur le déplacement de I'équilibre, Annales de la Faculté des Sciences de I'Université de
Toulouse, t. 1V, 1890, pp. N1 — N9.

1890. Sur les dissolutions d'un sel magnétique, Annales Scientifiques de I'Ecole Normale
Supérieure, 3° série, t. VII, septembre 1890, pp. 289 — 322.

1891. Applications de la thermodynamique aux actions qui s'exercent entre les courants
électriques et les aimants, Acta Societatis Scientiarum Fennice, t. XVIII, 1891, pp. 1 — 100.

1891. Hydrodynamique, élasticité, acoustique. — Tome 1 : Théoremes généraux. Les corps
fluides. — Paris : Librairie Scientifigue A. Hermann, 1891. — 1V, 378 p. — (Cours de physique
mathématique et de cristallographie de la Faculté des sciences de Lille).

1891 Hydrodynamique, élasticité, acoustique. — Tome 2 : Les fils et les membranes. Les corps
élastiques. L'acoustique. — Paris: Librairie Scientifique A. Hermann, 1891. — IV, 310 p. — (Cours de
physique mathématique et de cristallographie de la Faculté des sciences de Lille).

1891. Lecons sur I'électricité et le magnétisme. — Tome 1: Les corps conducteurs a I'état
permanent. — Paris : Gauthier-Villars et Fils Imprimeurs-Libraires, 1891. — VIII, 560 p.

1891. Sur la continuité entre I'état liquide et I'état gazeux et sur la théorie générale des vapeurs.
— Lille: Au siege des Facultés, 1891. — 105 p. — (Travaux et Mémoires des Facultés de Lille ; tome
I, mémoire n°5).

1891. Sur la théorie de la pile / note présentée par M. G. Darboux le 26 octobre, Comptes rendus
Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CXIII, 1891, 2° semestre, n°17, pp. 536
- 537.
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1891. Sur les équations générales de la thermodynamique, Annales Scientifiques de I'Ecole
Normale Supérieure, 3° série, t. VIII, ao(t 1891, pp. 231 — 266.

1891. Sur les pressions a l'intérieur des milieux magnétiques ou diélectriques / note présentée
par M. G. Darboux le 31 mars, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des
Sciences, t. CXII, 1891, 1* semestre, n°13, pp. 657 — 658.

1891. Uber den dreifachen Punkt / traduit par W. Ostwald, Zeitschrift fir physikalische Chemie,
t. VIII, 11 septembre 1891, n°4, pp. 367 — 382.

1891. Uber ein Theorem von J. Willard Gibbs / traduit par W. Ostwald, Zeitschrift fur
physikalische Chemie, t. VI, 11 septembre 1891, n°4, pp. 337 — 339.

1892. Commentaire aux principes de la thermodynamique. — Premiére partie : Le principe de la
conservation de I'énergie, Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 4° série, t. VIII, 1892,
n’3, pp. 269 — 330.

1892. Compte rendu de Henri Poincaré : «Lecons sur la théorie de I'élasticité» (1892), Revue des

1892. Emile Mathieu, his life and works (1835-1890), Bulletin of the New York Mathematical
Society, vol. I, 1892, pp. 156 — 1609.

1892. Lecons sur I'électricité et le magnétisme. — Tome 2: Les aimants et les corps diélectriques.
— Paris: Gauthier-Villars et Fils Imprimeurs-Libraires, 1892. — 480 p.

1892. Lecons sur I'électricité et le magnétisme. — Tome 3: Les courants linéaires. — Paris:
Gauthier-Villars et Fils Imprimeurs Libraires, 1892. — VI, 528 p.

1892. Notation atomique et hypothéses atomistiques, Revue des Questions Scientifiques, 16°
année, t. XXXI (2° série, t. 1), avril 1892, pp. 391 — 454,

1892. Quelques réflexions au sujet des théories physiques, Revue des Questions Scientifiques,
16° année, t. XXXI (2° série, t. ), janvier 1892, pp. 139 — 177.

1892. Sur la déformation électrique des cristaux, Annales Scientifiques de I'Ecole Normale
Supérieure, 3° série, t. IX, juin 1892, pp. 167 — 176.

1892. Sur la détente des vapeurs, Journal de Physique Théorique et Appliquée, 3° série, t. I,
novembre 1892, pp. 470 — 474.

1892. Sur la dissociation dans les systémes qui renferment un mélange de gaz parfaits. — Lille :
Au siége des Facultés, 1892. — 215 p. — (Travaux et Mémoires des Facultés de Lille ; tome I,
mémoire n’8).

1892. Sur le déplacement de I'équilibre, Annales Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3°
série, t. IX, décembre 1892, pp. 375 - 379.
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1893. Commentaire aux principes de la thermodynamique. — Deuxiéme partie: Le principe de
Sadi Carnot et de R. Clausius, Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 4° série, t. IX, 1893,
n°3, pp. 293 — 359.

1893. Dissolutions et mélanges. — Premier mémoire: L'équilibre et le mouvement des fluides
mélangeés. — Lille : Au siege des Facultés, 1893. — 136 p. — (Travaux et Mémoires des Facultés de
Lille ; tome III, mémoire n°11).

1893. Dissolutions et mélanges. — Deuxiéme mémoire: Les propriétés physiques des
dissolutions. — Lille : Au siege des Facultés, 1893. — 138 p. — (Travaux et Mémoires des Facultés de
Lille ; tome III, mémoire n°12).

1893. Introduction & la mécanique chimique. — Gand : Librairie Générale de Ad. Hoste Editeur,
1893, 177 p.

1893. L'école anglaise et les théories physiques: A propos d'un livre récent de W. Thomson,
Revue des Questions Scientifiques, 17° année, t. XXXIV (2° série, t. 1V), octobre 1893, pp. 345 —
378.

1893. Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique, Annales Scientifiques de
I'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. X, juin 1893, pp. 183 — 230.

1893. Les actions électrodynamiques et électromagnétiques. — Chapitre préliminaire : Les
fonctions d'Helmholtz. Premiere partie : Les forces électrodynamiques, Annales de la Faculté des
Sciences de I'Université de Toulouse, t. VII, 1893, pp. G1 — G52.

1893. Note sur les conditions de fusion de la glace en présence du chlorure de sodium / note
présentée le 11 mars, Bulletin de la Société Chimique du Nord de la France, t. I11, 1893, pp. 55-60.

1893. Physique et métaphysique, Revue des Questions Scientifiques, 17° année, t. XXXIV (2°
série, t. IV), juillet 1893, pp. 55 — 83.

1893. Physique et métaphysique, Annales de Philosophie Chrétienne, 63° année, t. CXXVII
(nouvelle série, t. XXVIII), aolte septembre 1893, n°5 - 6, pp. 461 — 486.

1893. Sur les lois générales de l'induction électrodynamique, Annales de la Faculté des Sciences
de I'Université de Toulouse, t. VII, 1893, pp. B1 — B28.

1893. Sur les phénomeénes de volatilisation apparente, Annales de la Société Scientifique de
Bruxelles, 17° année, 1893, 2° partie, pp. 93 — 102.

1893. Une nouvelle théorie du monde inorganique, Revue des Questions Scientifiques, 17°
année, t. XXXIII (2° série, t. 111), janvier 1893, pp. 90 — 133.
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1894. Commentaire aux principes de la thermodynamique. — Troisieme partie : Les équations
générales de la thermodynamique, Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 4° série, t. X,
1894, n°2, pp. 207 — 285.

1894. Dissolutions et mélanges. — Troisieme mémoire : Les mélanges doubles. — Lille: Au siege
des Facultés, 1894. — 138 p. — (Travaux et Mémoires des Facultés de Lille ; tome III, mémoire n°13)

1894. Fragments d'un cours d'optique. — Premier fragment : Le principe de Huygens, Annales de
la Société Scientifique de Bruxelles, 18° année, 1894, 2° partie, pp. 95 — 123.

1894. Les actions électrodynamiques et électromagnétiques. — Deuxiéme partie : Les actions
électromagnétiques, Annales de la Faculté des Sciences de I'Université de Toulouse, t. VIII, 1894,
pp. A5 — A57.

1894. Les théories de l'optique, Revue des Deux Mondes, t. CXXIII, 1 mai 1894, pp. 94 — 125.

1894. Quelques réflexions au sujet de la physique expérimentale, Revue des Questions
Scientifiques, 18° année, t. XXXVI1 (2° série, t. VI), juillet 1894, pp. 179 — 229.

1894. Sur I'hystérésis et les déformations permanentes / note présentée par M. G. Darboux le 30
avril, in Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CXVIII, 1894,
1% semestre, n°18, pp. 974 — 975.

1894. Théoremes généraux sur I'état des corps en dissolution, Journal de Physique Théorique et
Appliquée, 3° série, t. 111, février 1894, pp. 49 — 64.

1895. De [linfluence que les actions capillaires exercent sur un corps flottant, Annales
Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. XI1, juillet 1895, pp. 211 — 226.

1895. Fragments d'un cours d'optique. — Deuxieme fragment : Coup d'ceil sur l'optique ancienne.
L'optique de Young, Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, 19° année, 1895, 2° partie, pp.
27 - 94.

1895. Le potentiel thermodynamique et ses applications a la mécanique chimique et a I'étude
des phénoménes électriques. — 2° tirage. — Paris: Librairie Scientifique A. Hermann, 1895, 247 p.

1895. Les théories de la chaleur. — I: Les précurseurs de la thermodynamique, Revue des Deux
Mondes, t. CXXIX, 15 juin 1895, pp. 869 — 901.

1895. Les théories de la chaleur. — 11 : Les créateurs de la thermodynamique, Revue des Deux
Mondes, t. CXXX, 15 juillet 1895, pp. 380 — 415.

1895. ,Les théories de la chaleur. — Ill : Chaleur et mouvement, Revue des Deux Mondes, t.
CXXX, 15 aodt 1895, pp. 851 — 868.
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1895. Quelques remarques au sujet de I'électrodynamique des corps diélectriques proposée par J.
Clerk Maxwell, dans Compte rendu du troisiéme congres scientifique international des catholiques
tenu a Bruxelles du 3 au 8 septembre 1894. Septieme section: Sciences mathématiques et naturelles.
— Bruxelles : Société Belge de Librairie, 1895. — pp. 246 — 269.

1895. Sur l'interprétation théorique des expériences hertziennes / communication présentée le 6
aolt 1895, dans Compte rendu de la 24 session de I'Association frangaise pour I'avancement des
sciences : Bordeaux, 1895. Premiére partie : Documents officiels & proces-verbaux. — Paris:
Secrétariat de I'Association ; G. Masson, 1895. — p. 219.

1895. Sur l'interprétation théorique des expériences hertziennes, L'Eclairage Electrique, 2
année, t. 1V, 14 septembre 1895, n°37, pp. 494 — 502.

1895. Sur la pression dans les milieux diélectriques ou magnétiques, American Journal of
Mathematics, t. XVII, 1895, pp. 117 — 167.

1895. Sur la stabilité de I'équilibre des corps flottants, Journal de Mathématiques Pures et
Appliquées, 5° série, t. I, 1895, n°2, pp. 91 — 180.

1896. De l'influence qu'un chargement liquide exerce sur la stabilité d'un navire, Bulletin de
I'Association Technique Maritime, 1896, n°7, pp. 43 — 50.

1896. Fragments d'un cours d'optique. — Troisieme fragment : L'optique de Fresnel, Annales de
la Société Scientifique de Bruxelles, 20 année, 1896, 2° partie, pp. 27 — 105.

1896. L'évolution des théories physiques du XVII siécle jusqu'a nos jours, Revue des Questions
Scientifiques, 20° année, t. XL (2° série, t. X), octobre 1896, pp. 463 — 499.

1896. Sur I'électrodynamique des milieux diélectriques. — I mémoire: Propriétés fondamentales
des courants de déplacement, Mémoires de la Société des Sciences Physiques et Naturelles de
Bordeaux, 5° série, t. 1, 1896, pp. 233 — 285.

1896. Sur I'¢lectrodynamique des milieux diélectriques. — Second mémoire: Les équations
générales de I'électrodynamique dans les milieux qui sont a la fois magnétiques et diélectriques,
Mémoires de la Société des Sciences Physiques et Naturelles de Bordeaux, 5° série, t. 1, 1896, pp.
287 —293.

1896. Sur I'équivalence des flux de conduction et des flux de déplacement, L'Eclairage
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mars, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CXXXI1V, 1902,
1% semestre, n°10, pp. 580 — 581.

1902. Sur l'impossibilité de certains régimes permanents au sein des fluides visqueux / note
présentée le 24 fevrier, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t.
CXXXIV, 1902, 1* semestre, n°8, pp. 456 — 458.

1902. Sur la stabilité de I'équilibre et les variables sans inertie / note présentée le 15 décembre,
Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CXXXV, 1902, 2°
semestre, n°24, pp. 1088 — 1091.

1902. Sur la stabilité de I'équilibre relatif, Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 5°
série, t. VIII, 1902, n°3, pp. 215 - 227.

1902. Sur la stabilité, pour des perturbations quelconques, d'un systéeme animé d'un mouvement
de rotation uniforme, Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 5° série, t. VIII, 1902, n°1,
pp. 5-18.

1902. Sur les conditions aux limites en hydrodynamique / note présentée le 20 janvier, Comptes
rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CXXXIV, 1902, 1% semestre,
n°3, pp. 149 — 151.

1902. Sur les conditions nécessaires pour la stabilité de I'équilibre d'un systéme visqueux / note
présentée le ler décembre, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des
Sciences, t. CXXXV, 1902, 2e semestre, n°22, pp. 939 — 941.

1902. Sur les fluides compressibles visqueux / note présentée le 12 mai, Comptes rendus
Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CXXXIV, 1902, 1% semestre, n°19, pp.
1088 — 1090.

1902. Sur les quasi-ondes / note présentée le 10 novembre, Comptes rendus Hebdomadaires des
Séances de I'Académie des Sciences, t. CXXXV, 1902, 2° semestre, n°19, pp. 761 -763.

1902. Thermodynamique et chimie: Lecons elementaires a l'usage des chimistes. — Paris:
Librairie Scientifique A. Hermann, 1902, 496 p.

24



Una breve resefia biografica sobre Pierre Duhem

1903. Compte rendu de Ernst Mach : «La mécanique : Etude historique et critique de son
développement» (1904), Bulletin des Sciences Mathématiques, t. XXXVIII (2° série, t. XXVII),
octobre 1903, 1" partie, pp. 261-283.

1903. Compte rendu de «Mathematical Papers of the late George Greenx, Bulletin des Sciences
Mathématiques, t. XXXVIII (2° série, t. XXVI11), septembre 1903, 1™ partie, pp. 237 —256.

1903. Considérations sur la stabilité et, particulierement, sur la stabilité des corps élastiques /
note présentée le 25 juin 1903, Proces verbaux des Séances de la Société des Sciences Physiques et
Naturelles de Bordeaux, 1902 — 1903, pp. 98 — 104.

1903. Des ondes du premier ordre par rapport a la vitesse au sein d'un milieu vitreux, doué de
viscosité, et affecté de mouvements finis / note présentée le 6 avril, Comptes rendus
Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CXXXVI, 1903, 1* semestre, n°14, pp.
858 — 860.

1903., Des ondes du second ordre par rapport a la vitesse au sein des milieux vitreux, doués de
viscosité, et affectés de mouvements finis / note présentée le 4 mai, Comptes rendus
Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CXXXVI, 1903, 1* semestre, n°18, pp.
1032 - 1034.

1903. Die dauernden Anderungen und die Thermodynamik. — IX : Die Hysteresis und die
umkehrbaren Anderungen / traduit par W. Béttger, Zeitschrift fir physikalische Chemie, t. XLIII, 22
mai 1903, n°6, pp. 695-700.

1903. Ewolucya mechaniki. — I: Rozmaite rodzaje wyjasnie mechanicznych [= L'évolution de la
mécanique. | : Les diverse sortes d'explications mécaniques], Wiadomosci Matematyczne, t. VI,
1903, pp. 113 - 136.

1903. Ewolucya mechaniki. — Il : Mechanika analityczna [= L'évolution de la mécanique. Il : La
mécanique analytique], Wiadomoéci Matematyczne, t. VII, 1903, pp. 137 — 168.

1903. Ewolucya mechaniki. — Il : Teorye mechaniczne ciepta i elektrycznosci [= L'évolution de
la mécanique. Il : Les théories mécaniques de la chaleur et de I'électricité], Wiadomosci
Matematyczne, t. VI, 1903, pp. 244-288.

1903. L'évolution de la mécanique. — I: Les diverses sortes d'explications mécaniques, Revue
Générale des Sciences Pures et Appliguées, t. X1V, 30 janvier 1903, n°2, pp. 63 — 73.

1903. L'évolution de la mécanique. — Il: La mécanique analytique, Revue Générale des Sciences
Pures et Appliquées, t. X1V, 15 février 1903, n°3, pp. 119-132.

1903. L'évolution de la mécanique. — Ill: Les théories mécaniques de la chaleur et de
I'électricité, Revue Générale des Sciences Pures et Appliquées, t. X1V, 28 février 1903, n°4, pp. 171
- 190.
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1903. L'évolution de la mécanique. — IV: Le retour a lI'atomisme et au cartésianisme, Revue
Genérale des Sciences Pures et Appliquées, t. X1V, 15 mars 1903, n°5, pp. 247 — 258.

1903. L'évolution de la mécanique. — V: Les fondements de la thermodynamique, Revue
Générale des Sciences Pures et Appliquées, t. X1V, 30 mars 1903, n°6, pp. 301 — 314.

1903. L'évolution de la mécanique. — VI: La statique générale et la dynamique générale, Revue
Générale des Sciences Pures et Appliquées, t. X1V, 15 avril 1903, n°7, pp. 352 — 365.

1903. L'évolution de la mécanique. — VII: Les branches aberrantes de la thermodynamique,
Revue Générale des Sciences Pures et Appliquées, t. X1V, 30 avril 1903, n°8, pp. 416 - 429.

1903. L'évolution de la mécanique. Paris: Maison d'Editions A. Joanin et Cie, 1903. — 348 p.

1903. La propagation des ondes dans les milieux élastiques selon qu'ils conduisent ou ne
conduisent pas la chaleur / note présentée le 22 juin, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances
de I'Académie des Sciences, t. CXXXVI, 1903, 1% semestre, n°25, pp. 1537 — 1540.

1903. Léonard de Vinci et la composition des forces concourantes, Bibliotheca Mathematica, 3°
Folge, t. 1V, 1903, pp. 338 — 343.

1903. Les origines de la statique. — Chap. 1 : Aristote et Archiméde; Chap. 2 : Léonard de Vinci;
Chap. 3: Jérébme Cardan; Chap. 4: L'impossibilité du mouvement perpétuel, Revue des Questions
Scientifiques, 27° année, t. LIV (3° série, t. IV), octobre 1903, pp. 462 — 516.

1903. Les points d'eutexie et de transition pour les mélanges binaires qui peuvent donner des
cristaux mixtes. — Premiére partie : Le mélange liquide peut donner naissance a deux especes
distinctes de solutions solides, Journal de Chimie Physique, t. I, 1903, pp. 34 — 56.

1903. Les points d'eutexie et de transition pour les mélanges binaires qui peuvent donner des
cristaux mixtes. — Seconde partie: Le mélange liquide peut donner naissance a une solution solide et
a un composé défini, Journal de Chimie Physique, t. I, 1903, pp. 97 — 120.

1903. Recherches sur I'nydrodynamique. — Troisieme partie Sur les quasiondes, Annales de la
Faculté des Sciences de I'Université de Toulouse, 2° série, t. V, 1903, pp. 5 — 24.

1903. Recherches sur I'nydrodynamique. — Quatrieme partie: Des conditions aux limites,
Annales de la Faculté des Sciences de I'Université de Toulouse, 2° série, t. V, 1903, pp. 25 - 61 et
pp. 197 — 255.

1903. Recherches sur I'nydrodynamique. — Cinquieme partie: Le théoréeme de Lagrange et les
conditions aux limites, Annales de la Faculté des Sciences de I'Université de Toulouse, 2° série, t.
V, 1903, pp. 353 — 376.
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1903. —, Recherches sur I'nydrodynamique. — Sixiéme partie: Sur les deux coefficients de
viscosité et la viscosité au voisinage de l'état critique, Annales de la Faculté des Sciences de
I'Université de Toulouse, 2° série, t. V, 1903, pp. 377 — 404.

1903. Recherches sur I'hydrodynamique. — Premiére série: Principes fondamentaux de
I'hydrodynamique. Propagation des discontinuités, des ondes et des quasi-ondes. — Paris: Gauthier-
Villars Imprimeur-Libraire, 1903. — 211 p. (Publication originelle : 1901 pour la premiére partie;
1901-1902 pour la deuxiéme et 1903 pour la troisieme.)

1903. Remarques sur la mécanique générale et la mécanique électrique, Journal de Physique
Théorique et Appliquée, 4° série, t. 11, septembre 1903, pp. 686 — 689.

1903. Stabilité et viscosité, Mémoires de la Société des Sciences Physiques et Naturelles de
Bordeaux, 6° série, t. 111, 1903, pp. 121 — 140.

1903. Sur I'énergie utilisable d'un systéme dont la surface est maintenue a une température
invariable / note présentée le 23 juillet 1903, Procés-verbaux des Séances de la Société des Sciences

Physiques et Naturelles de Bordeaux, 1902 — 1903, pp. 121 — 128.

1903. Sur la propagation des ondes dans un milieu parfaitement élastique affecté de
déformations finies / note présentée le 8 juin, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de
I'Académie des Sciences, t. CXXXVI, 1903, 1* semestre, n°23, pp. 1379 — 1381.

1903. Sur la stabilité et les petits mouvements des corps fluides, Journal de Mathématiques
Pures et Appliquées, 5° série, t. IX, 1903, n°3, pp. 233 - 328.

1903.Sur la suppression de I'nystérésis magnétique par un champ magnétique oscillant / note
présentée le 14 décembre, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des
Sciences, t. CXXXVII, 1903, 2° semestre, n°24, pp. 1022 — 1025.

1903. Sur la viscosité en un milieu vitreux / note présentée le 2 février, Comptes rendus
Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CXXXVI, 1903, 1* semestre, n°5, pp.
281 — 283.

1903. Sur la viscosité et le frottement au contact de deux fluides / note présentée le 19 février
1903, Proces-verbaux des Séances de la Société des Sciences Physiques et Naturelles de Bordeaux,
1902 - 1903, pp. 27 - 30.

1903. Sur le mouvement des milieux vitreux, affectés de viscosité, et tres peu déformés / note
presentée le 9 mars, in Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t.
CXXXVI, 1903, 1* semestre, n°10, pp. 592 — 595.

1903. Sur les conditions nécessaires pour la stabilité initiale d'un milieu vitreux / note présentée
le 2 avril 1903, in Proces-verbaux des Séances de la Société des Sciences Physiques et Naturelles
de Bordeaux, 1902-1903, pp. 52 — 58.
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1903. Sur les déformations permanentes et I'hystérésis. — Sixieme mémoire: L'inégalité de
Clausius et I'hystérésis. Septieme mémoire: Hystéresis et viscosité. — Bruxelles : Hayez Imprimeur
de I'Académie [...], 1903-1904. — 136 p. — (Mémoires couronnés et mémoires des savants étrangers
publiés par I'Académie Royale des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de Belgique; tome LXII).
Mémoires présentés le 7 mai 1901.

1903. Sur les équations du mouvement et la relation supplémentaire au sein d'un milieu vitreux /
note présentée le 9 février, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des
Sciences, t. CXXXVI, 1903, 1* semestre, n°6, pp. 343 — 345.

1903. Sur les ondes au sein d'un milieu vitreux, affecté de viscosité et tres peu déformé / note
présentée le 23 mars, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t.
CXXXVI, 1903, ler semestre, n°12, pp. 733 — 735.

1903. Sur les ondes-cloisons / note présentée le 27 juillet, Comptes rendus Hebdomadaires des
Séances de I'Académie des Sciences, t. CXXXVII, 1903, 2° semestre, n°4, pp. 237 — 240.

1903. Sur quelques formules de cinématique utiles dans la théorie generale de I'élasticité / note
présentée le 19 janvier, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t.
CXXXVI, 1903, 1* semestre, n°3, pp. 139 — 141.

1903. Sur une généralisation du théoreme de Reech / note présentée le 7 mai 1903, Proces-
verbaux des Séances de la Société des Sciences Physiques et Naturelles de Bordeaux, 1902 —
1903,pp. 65 - 73.

1903. Thermodynamics and chemistry: A non-mathematical treatise for chemists and students of
chemistry / authorized translation by George K. Burgess; foreword by P. Duhem. — New York:
John Wiley & Sons; London : Chapman & Hall, 1903. — XXI, 445 p.

1904. D'une condition nécessaire pour la stabilité d'un milieu vitreux illimité / note présentée le
5 avril, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CXXXVIII,
1904, 1% semestre, n°14, pp. 844 — 847.

1904. D'une condition nécessaire pour la stabilité initiale d'un milieu élastique quelcongue/ note
présentée le 29 février, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t.
CXXXVIII, 1904, 1% semestre, n°9, pp. 541 — 544,

1904. —,Effet des petites oscillations de la température sur un systeme affecté d'hystéresis et de
viscosité / note présentée le 16 mai, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des
Sciences, t. CXXXVIII, 1904, 1* semestre, n°20, pp. 1196 — 1199.

1904. Effet des petites oscillations de I'action extérieure sur les systemes affectés d'hystérésis et
de viscosité / note présentée le 2 mai, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie
des Sciences, t. CXXXVIII, 1904, 1* semestre, n°18, pp. 1075 — 1076.
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1904. Effets des petites oscillations des conditions extérieures sur un systeme dépendant de deux
variables / note présentée le 30 mai, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie
des Sciences, t. CXXXVIII, 1904, 1% semestre, n°22, pp. 1313 — 1316.

1904. Ewolucya mechaniki. — I\V: Powrdt do atomizmu i do kartezyanizmu [= L'évolution de la
mécanique. IV : Le retour a I'atomisme et au cartésianisme], in Wiadomoséci Matematyczne, t. VI,
1904, pp. 1 - 27.

1904. Ewolucya mechaniki. — V : Podstawy termodynamiki [= L'évolution de la mécanique. V :
Les fondements de la thermodynamique], in Wiadomoéci Matematyczne, t. VIII, 1904, pp. 191-
222.

1904. Ewolucya mechaniki. — VI. Statyka ogolna i dynamika og6lna [= L'évolution de la
mécanique. VI : La statique générale et la dynamique générale], in Wiadomosci Matematyczne, t.
VI, 1904, pp. 222-253.

1904. Ewolucya mechaniki. — VI : Gatgzie rozchodz ce si od termodynamiki [= L'évolution de
la mécanique. VII : Les branches aberrantes de la thermodynamique], in Wiadomosci
Matematyczne, t. V11, 1904, pp. 253 -280.

1904. Ewolucya mechaniki. — Zakonczenie [= L'évolution de la mécanique: Conclusion], in
Wiadomosci Matematyczne, t. V111, 1904, pp. 280 —285.

1904. Influence exercée par de petites variations des actions extérieures sur un systeme que
définissent deux variables affectées d'hystérésis / note présentée le 13 juin, Comptes rendus
Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CXXXVIII, 1904, 1% semestre, n°24,
pp. 1471 - 1473.

1904. La théorie physique : Son objet, sa structure. — Introduction. — Premiére partie: Chap. 1 :
Théorie physique et explication métaphysique, Revue de Philosophie, 4° année, t. IV, avril 1904, pp.
387 —402.

1904. La théorie physique: Son objet, sa structure. — Premiere partie: Chap. 2 : Théorie
physique et classification naturelle, Revue de Philosophie, 4° année, t. IV, mai 1904, pp. 542 — 556.

1904. La théorie physique: Son objet, sa structure. — Premiere partie: Chap. 3 : Les théories
représentatives et I'histoire de la physique, Revue de Philosophie, 4° année, t. IV, juin 1904, pp. 643
-671.

1904. La théorie physique: Son objet, sa structure. — Premiere partie: Chap. 4 : Les théories
abstraites et les modéles mécaniques, Revue de Philosophie, 4° année, t. V, aoGt 1904, pp. 121 —
160.

1904. La théorie physique: Son objet, sa structure. — Premiere partie : Chap. 4 : Les théories
abstraites et les modéles mécaniques (suite), Revue de Philosophie, 4° année, t. V, septembre 1904,
pp. 241 — 263.
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1904. La théorie physique: Son objet, sa structure. — Seconde partie: Chap. 1: Quantité et
qualité, Revue de Philosophie, 4° année, t. V, 1904, pp. 353 — 369.

1904. La théorie physique: Son objet, sa structure. — Seconde partie:Chap. 2: Les qualités
premiéres; Chap. 3: La déduction mathématique et la théorie physique, Revue de Philosophie, 4°
année, t. V, octobre 1904, pp. 535 — 562.

1904. La théorie physique: Son objet, sa structure. — Seconde partie: Chap. 4: L’expérience de
physique, Revue de Philosophie, 4° année, t. V, décembre, pp. 712 — 737.

1904. Les origines de la statique. — Chap. 5: Les sources alexandrines de la statique du moyen
age, Revue des Questions Scientifiques, 28° année, t. LV (3° série, t. V), avril 1904, pp. 560 — 596.

1904. Les origines de la statique. — Chap. 6: La statique du moyen age: Jordanus de Nemore;
Chap. 7: La statique du moyen age: L'école de Jordanus, Revue des Questions Scientifiques, 28°
année, t. LVI (3° série, t. V1), juillet 1904, pp. 9 — 66.

1904. Les origines de la statique. — Chap. 8: La statiqgue du moyen age et Léonard de Vinci;
Chap. 9: L'école de Jordanus au XVlIe siécle: Nicolo Tartaglia; Chap. 10: La réaction contre
Jordanus: Guido Ubaldo, Benedetti, Revue des Questions Scientifiques, 28° année, t. LV (3° série, t.
V1), octobre 1904, pp. 394 — 473.

1904. Modifications permanentes. — Sur les propriétés des systemes affectés a la fois
d'hystérésis et de viscosité / note présentée le 18 avril, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances
de I'Académie des Sciences, t. CXXXVIII, 1904, 1 semestre, n°16, pp. 942 — 945.

1904. Recherches sur I'élasticité. — Premiére partie: De I'équilibre et du mouvement des milieux
vitreux, Annales Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. XXI, 1904, pp. 99 — 139.

1904. Recherches sur I'élasticité. — Deuxiéme partie: Les milieux vitreux peu déformes,
Annales Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. XXI, 1904, pp. 375 — 414.

1904. Recherches sur I'hydrodynamique. — Seconde série: Les conditions aux limites. Le
théoréme de Lagrange et la viscosité. Les coefficients de viscosité et la viscosité au voisinage de
I'état critique. — Paris : Gauthier-Villars Imprimeur-Libraire, 1904. — 153 p.

1904. Sur la stabilité de I'équilibre en thermodynamique et les recherches de J.W. Gibbs au sujet
de ce probléme / note présentée le 21 juillet 1904, Procés-verbaux des Séances de la Société des
Sciences Physiques et Naturelles de Bordeaux, 1903 — 1904, pp. 112 — 121.

1904. Sur la stabilite de I'équilibre au sein d'une enveloppe impermeéable a la chaleur / note
présentée le 21 juillet 1904, in Proceés-verbaux des Séances de la Société des Sciences Physiques et
Naturelles de Bordeaux, 1903-1904, pp. 121 — 130.

1904. Sur la stabilité électrique d'un milieu homogene et illimité, dans Festschrift Ludwig
Boltzmann gewidmet zum sechzigsten Geburtstage, 20 Februar 1904, p. 13.

30



Una breve resefia biografica sobre Pierre Duhem

1904. Sur les métaux flués, Journal de Chimie Physique, t. I, 1904, pp. 438 — 446.

1904. Uber ein Gesetz von Regnault : Bemerkungen zu der Untersuchung des Herrn J. von
Zawidzki / traduit par W. Bottger, Zeitschrift fur physikalische Chemie, t. XLVIII, 27 mai 1904,
n°2, pp. 241 — 242.

1904. Un ouvrage perdu cité par Jordanus de Nemore: Le «Philotechnes», Bibliotheca
Mathematica, 3° Folge, t. V, 1904, pp. 321 — 325.

1905. Albert de Saxe et Leonard de Vinci, Bulletin Italien, t. V, janvier mars 1905, n°1, pp. 1 —
33 et avril-juin, n°2, pp. 113 -130.

1905. De l'accélération produite par une force constante: Notes pour servir a I'histoire de la
dynamique, dans Rapports et comptes rendus du deuxieme congreés international de philosophie
tenu a Geneve du 4 au 8 septembre 1904 / publiés par Ed. Claparéde. — Geneve : Henry Kiindig
Editeur, 1905. — pp. 859 — 915.

1905. De I'hystérésis magnétique produite par un champ oscillant superposé a un champ
constant / note présentée le 8 mai, Comptes rendus Hebdomadaires des Séances de I'Académie des
Sciences, t. CXL, 1905, 1* semestre, n°19, pp. 1216 — 1219.

1905. De I'hystérésis magnétique produite par un champ oscillant superposé a un champ
constant: Comparaison entre la théorie et I'expérience / note présentée le 22 mai, Comptes rendus
Hebdomadaires des Séances de I'Académie des Sciences, t. CXL, 1905, 1* semestre, n°21, pp. 1370
-1373.

1905. L'évolution de la mécanique. — Paris : A. Hermann, 1905. — 348 p. Réimpression de
I'édition de 1903.

1905. La théorie physique: Son objet et sa structure. — Seconde partie: Chap. 5: La loi physique,
Revue de Philosophie, 5° année, t. VI, janvier 1905, pp. 25 — 43.

1905. La théorie physique: Son objet et sa structure. — Seconde partie: Chap. 6: La théorie
physique et I’expérience, Revue de Philosophie, 5° année, t. VI, mars 1905, pp. 267 — 292.

1905. La théorie physique : Son objet et sa structure. — Seconde partie: Chap. 6: La théorie
physique et I’expérience (suite), Revue de Philosophie, 5° année, t. VI, avril 1905, pp. 377 — 399.

1905. La théorie physique: Son objet et sa structure. — Seconde partie: Chap. 7: Le choix des
hypothéses, Revue de Philosophie, 5° année, t. VI, mai 1905, pp. 519 — 559.

1905. La théorie physique: Son objet et sa structure. — Seconde partie: Chap. 7: Le choix des
hypothéses (suite), Revue de Philosophie, 5° année, t. VI, juin 1905, pp. 619 — 641.

1905. Léonard de Vinci et Bernardino Baldi, Bulletin Italien, t. V, octobre-décembre 1905, n°4,
pp. 314 — 348.
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1905. Léonard de Vinci et Villalpand, Bulletin Italien, t. V, juillet septembre 1905, n°3, pp. 237
— 268.

1905. Le principe de Pascal: Essai historique, Revue Générale des Sciences Pures et Appliquées,
t. XVI1, 15 juillet 1905, n°13, pp. 599 - 610.

1905. Les origines de la statique. — Chap. 11: Galileo Galilee ; Chap. 12: Simon Stevin, Revue
des Questions Scientifiques, 29° année, t. LVII (3° série, t. VII), janvier 1905, pp. 96 — 149.

1905. Les origines de la statique. — Chap. 13: La statique francaise: Roberval; Chap. 14: La
statique francaise : René Descartes, Revue des Questions Scientifiques, 29° année, t. LVII (3° série,
t. VII), avril 1905, pp. 462 — 524.
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Il. INTRODUCCION

Entre la vasta produccion cientifica de Maxwell que abarca temas tan diversos como Mecénica,
Optica, AcUstica, Matematicas, Hidrodinamica, Estadistica, Astronomia, Calor y Termodinamica,
geometria, etc. hay 6 trabajos dedicados a la electricidad y el magnetismo. Ellos son:

On Faraday's lines of Force, trabajo leido ante la Cambridge Philosophical Society el 10 de
diciembre de 1855 y publicado en las Transactions de esa sociedad el 11 de febrero de 1856 (Vol.
X, Part. I. pp. 155 — 229.

On Physical Lines of Force. Publicado en el London, Edinburgh and Dublin Philosophical
Magazine and Journal of Science ( 4" serie, Vol. XXI, March 1861, Part. | pp. 161 — 175, Part 11 pp.
281 — 291 and 338 — 349, Part Ill, Vol. XXII, pp. 1 — 24 and pp. 85 -95.

A dynamical theory of the Electromagnetic Field. Recibido en la Royal Society of London el 27
de octubre de 1864 y leido el 8 de diciembre del mismo afio. Publicado en las Philosophical
Transactions el 1° de enero de 1865, Vol. 155, pp. 459 — 512.

A Treatise on Electricity and Magnetism, Vol. | y Il, Oxford, at the Clarendon Press, 1873.
An Elementary Treatise on Electricity, Oxford, at the Clarendon Press, 1881.

En su libro Les théories électriques de J. Clerk Maxwell: Etude historique et critique (1900 -
1901). Duhem analiz6 en detalle las distintas concepciones sobre el magnetismo que Maxwell
desarroll6 a lo largo de su carrera asi como las distintas explicaciones que el fisico escocés propuso
sobre la interaccion entre la electricidad y el magnetismo.

Duhem adhiri6 a las concepciones de Hermann von Helmholtz sobre el electromagnetismo, que
este investigador publicd primero bajo el titulo "Ueber elektrische Oscillationen", (Sobre las
oscilaciones eléctricas) en las Verhandlungen des Naturhistorisch-Medizinischen Vereins zu
Heidelberg. Bd. V, S, 27-31. — Tageblatt der 43. Versammlung deutscher Naturforscher und Aerzte
zu Innsbruck im September 1869. S. 105-108, luego en "Ueber die Theorie der Elektrodynamik.
Erste Abhandlung: Ueber die Gesetze der inconstanten elektrischen Strome in korperlich
ausgedehnten Leitern,*’, Verhandlungen des Naturhistorisch-Medizinischen Vereins zu Heidelberg
: 21. Januar 1870. Bd. V, S. 84 — 89.

17 Sobre las leyes de las corrientes eléctricas variables en cuerpos conductores extensos. Oliver Heavyside, critic
este trabajo porque permitia la existencia de ondas electromagnéticas longitudinales en el vacio.
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Duhem comienza sefialando que no hay una teoria electrostatica de Maxwell sino varias, segun
adhirid a las concepciones de Poisson o los signos de las ecuaciones que empleo. En lo que Duhem
Ilama la primera electrostatica de Maxwell éste, en vez de utilizar el tratamiento tradicional que
comienza con los resultados de Coulomb y la teoria de Poisson, para luego desarrollar la teoria de la
induccion de Faraday llega ,en forma "novedosa"”, a establecer la teoria de la polarizacion de los
dieléctricos a partir de la teoria de la conduccion del calor, haciendo uso de la analogia fisica. En la
época de Maxwell, ese uso no era novedad. Asi las leyes del flujo de calor en régimen estacionario
de Fourier, le sirvieron a Ohm, para establecer la del flujo de corriente eléctrica en régimen,
estacionario y a Fick para enunciar su ley de difusion.*®

En lo que Duhem Ilama la segunda electrostatica de Maxwell que este autor expresé mediante:

"Una fuerza electromotriz que actta sobre un dieléctrico, produce un estado de polarizacion de
sus partes similar, como distribucidn, a la polaridad de las particulas de hierro bajo la influencia de
un iman y, como la polarizacién magnética, esa fuerza electromotriz puede ser representada bajo la
forma de un estado en el que cada particula tiene polos dotados de propiedades opuestas.”

"En un dieléctrico sometido a induccién, uno puede concebir, en cada molécula, la electricidad
desplazada de tal manera que una de las caras se electrifica positivamente y la otra negativamente,
de modo que la electricidad permanece en su totalidad. unido a cada molécula y no puede moverse
de una molecula a otra."

"EIl efecto de esta accion en el conjunto de toda la masa eléctrica es producir un desplazamiento
de la electricidad en una determinada direccion ... La magnitud de este desplazamiento depende de
la naturaleza del cuerpo y la fuerza electromotriz, por lo que si h es el desplazamiento, R la fuerza
electromotriz y E un coeficiente que depende de la naturaleza del dieléctrico,

= — 4nE’h

... Estas relaciones son independientes de toda teoria sobre el mecanismo interno de los
dieléctricos...”

Esto es, Maxwell, aceptando las ideas de Coulomb y Poisson sobre magnetizacion por
influencia, adhiere a la concepcidn de Mossotti sobre la polarizacion de los dieléctricos y cuantifica
los resultados.

La novedad que introduce Maxwell es suponer que cualquier dieléctrico puede considerarse
como un ente formado por dos sustancias: un fluido incompresible, sin viscosidad, al que €l llamé
éter, y un solido perfectamente elastico, al que él llamo electricidad.

'8 Algo que no siempre funciond. Rudolf Clausius dedicé las Gltimas dos décadas de su vida a tratar de demostrar
que los principios de la Termodindmica pueden encuadrarse en las leyes de la Mecanica y no pudo lograrlo.
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Duhem puso en evidencia que la formula anterior es incorrecta, ya que el signo debe ser
positivo. Ese error de signo, lo arrastré6 Maxwell en buena parte de los razonamientos matematicos
de sus primeros trabajos, pero los corrigié en A dynamical Theory of the electromagnetic Field.

En lo que Duhem llama la tercera electrostatica de Maxwell, pone en evidencia varias
incoherencias en lo que Maxwell Ilamé desplazamiento eléctrico, expresioén que da a entender que
"la electricidad es empujada en la direccion de la fuerza." La llama tercera electrostatica ya que la
conclusion que se obtiene del tratamiento de Maxwell es que cuando una fuerza electromotriz
encuentra una molécula dieléctrica, la polariza; la extremidad de la molécula por la cual entra la
fuerza electromotriz esta cargada con electricidad positiva; la extremidad de la molécula por la
cual se descarga la fuerza electromotriz se carga con electricidad negativa. Esta conclusién es
contraria a lo sostuvieron Coulomb y Poisson en sus estudios sobre el magnetismo, y a lo que
consideraron Faraday y Mossotti en el estudio de los dieléctricos.

Daria la sensacién que Maxwell no revisaba a fondo sus escritos ya que ademas de errores
gramaticales muchas veces comete el error de colocar un signo menos donde va un signo mas o
viceversa, lo que desnaturaliza la formula, especialmente cuando se trata de una fuerza.

Otras veces usa denominaciones distintas para una misma magnitud o nombra de igual manera a
dos magnitudes distintas. Duhem se encargd de puntualizarlo exhaustivamente.

El lector que ha cursado Fisica a nivel universitario, estara familiarizado con las "ecuaciones de
Maxwell" sobre el electromagnetismo. En A dynamical theory of the Electromagnetic Field no
figura ninguna de esas ecuaciones, solo figuran unas veinte ecuaciones de las que se podrian
deducir las que figuran en los textos modernos.

La notacion actual de las "ecuaciones de Maxwell" se debe al trabajo conjunto de Oliver
Heavyside y Josiah Williard Gibbs, quienes en 1884, las agruparon y las reformularon con la
notacion vectorial actual.
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I1l. LES THEORIES ELECTRIQUES DE J. CLERK MAXWELL
Etude historique et critique

Pierre Duhem

CAPITULOI.

Las propiedades fundamentales de los dieléctricos. Las doctrinas de Faraday y de
Mossotti.

§ 1. La teoria de la imantacion por influencia, precursora de la teoria de los dieléctricos.

La teoria del magnetismo ha influido a tal punto sobre el desarrollo de nuestros conocimientos
tocantes a los cuerpos dieléctricos que, antes que nada, debemos decir algunas palabras acerca de
esa teoria.

Apinus se representaba a los imanes como dos cuerpos sobre los cuales los dos fluidos
magnéticos, iguales en cantidad, se separaban de manera de uno iba a un extremo de una barra y el
otro fluido iba al otro extremo. Coulomb” modificé esta manera de ver, universalmente admitida en
su tiempo.

"Creo", dice, "que el resultado de los experimentos podria conciliarse con el calculo, haciendo
algunos cambios a las hipdtesis: he aqui uno que parece capaz de explicar todos los fendmenos
magnéticos de los cuales las pruebas anteriores han dado mediciones precisas. Consiste en suponer,
en el sistema de M. Zpinus, que el fluido magnético esta encerrado en cada molécula o en una parte
integral del iman o del acero; que el fluido puede ser transportado de un extremo a otro de esta
molécula, lo que le da a cada molécula dos polos; pero que este fluido no puede pasar de una
molécula a otra. Asi, por ejemplo, si una aguja magnetizada tiene un didmetro muy pequefio, o si
cada molécula podria considerarse como una aguja pequefia cuyo extremo norte estaria unido en el
extremo sur de la aguja que lo precede, entonces s6lo habria dos extremos de esta aguja que darian
signos de magnetismo; porque sélo en los dos extremos uno de los polos de la molécula que alli se
encuentra no estaria en contacto con el polo opuesto de otra molécula."

Si después de haber sido magnetizada, la aguja se cortara en dos partes, en a por ejemplo, el
extremo a de la parte na de la pieza tendria la misma fuerza que el extremo n de toda la aguja, y el

: Coulomb, Septiéme Mémoire sur I'Electricité et le Magnétisme. — Du Magnétisme (Mémoires de I'Académie des
Sciences pour 1789, p. 488. — Collection de Mémoires relatifs a la Physique, publiés par la Société francaise de
Physique, 1. 1 : Mémoires de Coulomb).
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extremo a de la parte sa también tendria la misma fuerza que tenia el extremo n de toda la aguja
antes de ser cortada"”.

"Este hecho esta confirmado muy exactamente por la experiencia, ya que si cortamos en dos
partes una aguja muy larga y muy fina, después de haberla magnetizado, cada parte, probada en la
escala, se magnetiza hasta la saturacion, y aunque se la imante de nuevo, no adquirird una mayor
fuerza directriz."

Poisson habia leido este pasaje. "Antes del trabajo de Coulomb sobre el magnetismo®, dijo,” "se
suponia que los dos fluidos se transportaban, en el acto de la magnetizacion, a los dos extremos de
las agujas de la brajula y se acumulaban en sus polos; mientras que para este ilustre fisico, los
fluidos boreal y austral solo experimentan desplazamientos infinitamente pequefios y no abandonan
la molécula del cuerpo magnético al que pertenecen."

La nocion de elemento magnético, asi introducida en la Fisica por Coulomb, es la base sobre la
cual descansa la teoria, dada por Poisson, de la induccion magnética del hierro dulce; Aqui, de
hecho, es como Poisson establece (T) las hipotesis fundamentales de esta teoria.

"Consideremos un cuerpo de cualquier forma y tamafio que sea, al que, para abreviar
Ilamaremos A, magnetizado por influencia, en el que la fuerza coercitiva es nula.”

"De lo que precede, consideraremos a este cuerpo como un conjunto de elementos magnéticos,
separados unos de otros por intervalos inaccesibles al magnetismo, y en relacion con estos
elementos, daremos las diversas suposiciones resultantes de la discusion en la que acabamos de
ingresar:"

" 1. Las dimensiones de los elementos magnéticos y de los espacios que los aislan son
insensibles y pueden tratarse como infinitamente pequefias en relacion con las dimensiones del
cuerpo A."

" 2. El material de este cuerpo no opone ningln obstaculo a la separacién de los dos fluidos
boreal y austral en el interior de los elementos magnéticos.”

" 3. Las porciones de los dos fluidos que la magnetizacion separa en cualquier elemento son
siempre muy pequefias en relacion con la totalidad del fluido neutro que contiene este elemento, y
este fluido neutro nunca se agota."

" 4. Estas porciones de fluido, asi separadas, son transportadas a la superficie del elemento
magnético donde forman una capa cuyo espesor, variable de un punto a otro, es en todas partes muy
pequefio y también se puede considerar infinitamente pequefio, incluso comparandolo con las
dimensiones del elemento."”

*

* Poisson, Mémoire sur la théorie du Magnétisme, lu a I'Académie des Sciences, le 2 février 1824 (Mémoires de
I'’Académie des Sciences pour les années 1821 et 1822, t. V, p. 250).
" Poisson, loc. cit., p. 262.
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La teoria de la magnetizacién que Poisson basd sobre estas hipdtesis estd lejos de ser
irreprochable; mas de un razonamiento esencial carece de rigor o peca contra la exactitud (*); pero
estos defectos, a los que se ha podido remediar mas tarde, no deben hacernos olvidar los resultados
de capital importancia que el gran teérico ha introducido definitivamente en la ciencia; recordemos
algunos de estos resultados, que tendremos que usar mas adelante:

Sea dw un elemento de volumen recortado de cualquier iman; si, en una linea recta, orientada
con el eje magnético de este elemento, llevamos una longitud igual al cociente de su momento
magnético por su volumen, obtenemos una cantidad orientada que es la intensidad de magnetizacion
en un punto del elemento dw; llamaremos M a esta magnitud y A, B, C, a sus componentes.

Las componentes X, Y, Z, del campo magnético en un punto (x, y, z) estan dadas por las formulas

B\ AV VA 174
&x dy 5z

X =

V es la funcion potencial magnético del iman y esta definida por la igualdad

31 &1 81
1 V=l A2r+B, 2+, 2 |dw
M .“[Al & '8y 182J

(X1, Y1, Z1) €s un punto del elemento dw;.

A1 By, C1 son las componentes de la imantacién en ese punto, r la distancia entre dos puntos (X,
Y, 2) Y (X1, Y1, 21) Y la integracion se extiende a todo el iman.

0A 8B &C
2 =
@ P (8x+8y+82]

y, en cada punto de la superficie del iman, donde N; es la normal dirigida hacia el interior del iman,
hay una densidad superficial

(3 o =—[Acos(N;,x)+ Bcos(N;,x)+Ccos(N,,z)]

En cada punto del interior del iman hay

4) AV =—A4np =4n 8A+ SB+8C
ox 8y oz

En cada punto de la superficie del iman hay

* Etude historique sur I'aimantation par influence (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. 11, 1888)
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AV AV

N TN — 4no = 4n[Acos(N;,x)+ Bcos(N;, y)+ Ccos(N,,z)]

(5)

Si un cuerpo perfectamente uniforme esta sujeto a la influencia de un iman, se magnetiza
alternadamente para que los componentes de la magnetizacién en cada punto (x, y, z) del imén estén
relacionados, por las siguientes igualdades, con la funcién potencial de la magnetizacién inductiva e
inducida:

oV 3\ oV
6 A=—-K—, B=-K2Y, C=-K—
©) X Sy 6z

En estas igualdades, K es una cantidad constante para un cuerpo dado, a una temperatura dada, a
la que se le da el nombre de coeficiente de imantacion del cuerpo.

Este punto de partida es suficiente para establecer completamente las ecuaciones del problema
de magnetizacion por influencia en cuerpos desprovistos de fuerza coercitiva.

Como hemos dicho, estos diversos resultados han quedado en la ciencia; sélo las igualdades (6)
han sido modificadas. Para explicar los diversos fendmenos presentados por cuerpos fuertemente
magnéticos, como el hierro dulce y, en particular, el fendmeno de la saturacion, G. Kirchhoff
propuso () reemplazar el coeficiente de magnetizacién mediante una funcién de magnetizacion,
f(M), variable no solo con la naturaleza y la temperatura del cuerpo, sino también con la intensidad
M de la magnetizacion. Las igualdades (6) son reemplazadas por las igualdades

SV SV
B=—f(M)>X, Cc=- oV
( )8y C f(|v|)82

W\
7 A=—f(M)—,
) (M3,
para los cuerpos débilmente magnetizados, esta funcién magnetizante se reduce, como lo queria
Poisson, a un coeficiente de imantacion.

Como han sefialado Emile Mathieu (") y més tarde M. Poincaré ('"), es posible disipar las
imprecisiones del razonamiento que estropean la teoria de Poisson y evitar las dificultades
experimentales que militan en su contra. Sin embargo, las mismas suposiciones en las que se basa
esta teoria tienen algo ingenuo que choca los habitos de los fisicos contemporaneos. "En el estado

“G. Kirchhoff, "Ueber den inducirten Magnetismus eines unbegrenzten Cylinders von weichem Eisen (Crelle's
Journal fur reine und angewandte Mathematik, Bd. XLVIII, p. 348, 1853. — G. Kirchhoff's Abhandlungen, p. 103,
Berlin, 1882).

Te. Mathieu, Théorie du Potentiel et ses applications & I'Electrostatique et au Magnétisme ; 22 parte: Applications
(Paris, 1886).

My, Poincaré, Electricité et Optique, |. — Les théories de Maxwell et la théorie électromagnétique de la lumiére,
lecciones dictadas en la Sorbonne durante el segundo semestre 1888-1889, p. 44 (Paris, 1890).
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actual de la ciencia", dice W. Thomson (T”), "una teoria basada en la hipdtesis de Poisson de dos
fluidos magnéticos moviles dentro de los elementos magnéticos no puede ser satisfactoria. En
general, hay que ver la exactitud de tales hipdtesis como extremadamente improbable. Por lo tanto,
es deseable que la teoria completa de la induccion magnética sobre sustancias cristalinas y no
cristalinas se establezca independientemente de cualquier hipétesis sobre fluidos magnéticos y, en
la medida de lo posible, sobre una base puramente experimental. Con este fin, he intentado separar
la teoria de Poisson de las hipotesis relacionadas con los fluidos magnéticos, y sustituir estas
hipotesis por algunos principios elementales que podrian deducirse y que sirven de base para una
teoria idéntica, en sus conclusiones esenciales, a la de Poisson."

En lugar de imaginar un iman como un grupo de particulas magnéticas cargadas de las mismas
cantidades con fluido boreal y fluido austral, y embebidas en un medio impermeable a los fluidos
magnéticos. Sir W. Thomson tratd a los imanes como cuerpos continuos cuyas propiedades
dependen del valor tomado en cada punto por una cierta cantidad dirigida, la intensidad de la
magnetizacion; los supuestos fundamentales que caracterizan esta magnitud en imanes, en general,
y en cuerpos desprovistos de fuerza coercitiva, en particular, son equivalentes a las diversas
igualdades que acabamos de escribir. Esta forma de tratar los imanes es ahora generalmente
aceptada; hace que los desarrollos de la teoria del magnetismo sean mas faciles y mas elegantes,
mientras que al mismo tiempo satisface nuestro deseo de hacer que las hipotesis fisicas sean
independientes de cualquier suposicion en cuanto a la existencia o las propiedades de las moléculas.

En el estudio del magnetismo, existe un punto especial que ciertamente influyé en la teoria de
los dieléctricos y que, en particular, contribuyé a la adopcién de la idea de Faraday de que el éter,
vacio de toda materia ponderable, estd dotado propiedades dieléctricas. Este punto es el estudio de
los cuerpos diamagnéticos. Faraday reconocié que en cada punto de una barra de bismuto, la
magnetizacion dirigida no tiene la direccion del campo magnético, sino la direccion opuesta de este
campo; el bismuto es diamagnético.

A primera vista, el diamagnetismo parece dificilmente compatible con la teoria del magnetismo
imaginada por Poisson; Los corplsculos magnéticos solo se pueden magnetizar en la direccién del
campo. La contradiccion se disipa si aceptamos una hipétesis emitida por Edmond Becquerel ().

De acuerdo con esta hipotesis, todos los cuerpos, incluso el bismuto, serian magnéticos; pero el
éter, privado de toda otra materia, también seria magnético; bajo estas condiciones, los cuerpos que
Ilamamos magnéticos serian cuerpos mas magnéticos que el éter; los cuerpos menos magnéticos
que el éter nos parecerian diamagnéticos.

La imposibilidad de cuerpos propiamente diamagnéticos, manifestada en la hipétesis de Poisson,
ya no lo es en la misma medida cuando se explican los fundamentos de la teoria del magnetismo,

. Thomson, "On the theory of magnetic induction in crystalline and no-crystalline substances”, (Philosophical
Magazine, 42 serie, vol. I, pp. 177 a 186, 1851. —Papers on Electrostatics and Magnetism, art. XXX, sect. 604;
Londres, 1872).

* Edmond Becquerel, "De l'action du Magnétisme sur tous les corps”, (Comptes Rendus, t. XXXI, p. 198; 1850. —
Annales de Chimie et de Physique, 3? série t. XXVIII, p. 283, 1850).
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como ha propuesto W. Thomson; nada, al parecer, nos impide atribuir a la funcién de
magnetizacion un valor negativo en las ecuaciones (7), que se han convertido en hipdtesis puras.
Ademas, en muchos lugares de sus escritos sobre el magnetismo, W. Thomson no ha dificultado el
tratamiento adecuado de los cuerpos diamagnéticos.

Las contradicciones que entrafiaron nuevamente la existencia de tales cuerpos aparecerian
cuando se compararan las leyes del magnetismo con los principios de la termodinamica.

Estas contradicciones fueron observadas por primera vez por W. Thomson, en el testimonio de
Tait (): "La opinién comnmente recibida, segtn la cual un cuerpo diamagnético, colocado en un
campo magnético, toma una polarizacion opuesta a aquellas que, en las mismas circunstancias, lo
hace un cuerpo paramagnético, fue atacada por W. Thomson en nombre de principio de la energia.
Sabemos que el desarrollo completo del magnetismo en un cuerpo paramagnético requiere un cierto
tiempo, y que este magnetismo no desaparece instantdneamente cuando se suprime el campo
magnético; es natural suponer que lo mismo ocurre con los cuerpos diamagnéticos; Por lo tanto, es
facil ver que una esfera diamagnética, homogénea e isotrépica, animada por un movimiento de
rotacion en un campo magnético, y tomando en este campo una distribucion magnética opuesta a la
que alli tomaria el hierro, estaria sujeta a una cupla que constantemente tenderia a darle una
rotacién en el mismo sentido alrededor de su centro; esta esfera permitiria el movimiento perpetuo.”

El Sr. John Parker (), por un razonamiento analogo, ha demostrado que la existencia de
cuerpos diamagnéticos seria contradictoria al principio de Carnot.

Finalmente, el Sr. E Beltrami (") y nosotros (i) Ilegamos a esta conclusién de que si uno puede
encontrar, en un cuerpo diamagnético colocado en un campo dado, una distribucion magnética que
satisfaga las ecuaciones (7), esta distribucion corresponde a un estado de equilibrio inestable. Por lo
tanto, es imposible admitir la existencia de cuerpos diamagnéticos propiamente dichos e
indispensables para recurrir a la hipo6tesis de Edmond Becquerel: el éter es susceptible de ser
imantado.

82. La polarizacion de los dieléctricos

Si bien las hipdtesis de Coulomb y Poisson sobre la constitucion de cuerpos magnéticos se
desvian extremadamente de los principios preferidos hoy por los fisicos, su agudeza, su simplicidad,
la facilidad con que la imaginacion podria apoderarse de ellos, debian hacer, para los tedricos de

“ Tait, Sketch of Thermodynamics.

™ John Parker, "On diamagnetism and concentration of energy" (Philosophical Magazine, 52 serie, vol. XXVII, p.
403, 1889).

E Beltrami, Note fisico-matematiche, lettera al prof. Ernesto Cesaro (Rendiconti del Circolo matematico di
Palermo, t. I1l, sesion del 10 de marzo de 1889).

* Sur raimantation par influence (Comptes rendus, t. CV, p. 798, 1887) — Sur l'aimantation des corps
diamagnétiques (Comptes rendus, t. CVI, p. 736, 1888). — Théorie nouvelle de I'aimantation par influence fondée sur
la thermodynamique (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. 1, 1888). — Sur I'impossibilité des corps
diamagnétiques (Comptes rendus, t. CVIII, p. 1042, 1889).— Des corps diamagnétiques (Travaux et Mémoires des
Facultés de Lille, mémoire n° 2, 1889). — Lecons sur I'Electricité et le Magnétisme, t 11, p. 221, 1892.
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principios de siglo XIX, una de las hip6tesis mas seductoras de la Fisica. Todas las propiedades que
ahora representamos por cantidades dirigidas se atribuyeron entonces a moléculas polarizadas, es
decir, a moléculas que tienen, en sus dos extremidades, cualidades opuestas y se buscaron
comportamientos andlogos a la polarizacién magnética.

La idea de comparar las sustancias aislantes, como el vidrio, el azufre o la goma laca, sometidas
a la accién de cuerpos electrificados, con el hierro sujeto a la influencia del iman, sin duda ha
ocupado, en la mente de los fisicos, una buena parte del tiempo. Ya Coulomb, siguiendo el pasaje
que citamos, escribié (*):

" La hipotesis que acabamos de hacer parece muy analoga a ese conocido experimento eléctrico:
cuando se carga un cristal provisto de dos planos metalicos; Por méas delgados que sean los planos,
si se retiran del cristal, dan sefiales muy considerables de electricidad; las superficies del vidrio,
después de la descarga de la electricidad de las juntas, permanecen impregnadas con las dos fuentes
eléctricas opuestas y forman un muy buen electroforo; este fendmeno depende, en cierta medida,
del grosor que tiene la placa de vidrio; asi el fluido eléctrico, aunque de naturaleza diferente en los
dos lados del vidrio, penetra solo una distancia infinitamente pequefia de su superficie; y este cristal
se ve exactamente como una molécula magnetizada en nuestra aguja. Y si ahora ponemos en
contacto uno sobre otro una serie de cristales asi electrificados de modo que, entre los cristales, el
lado positivo que forma la superficie del primero esté a varias pulgadas de la superficie negativa del
ultimo; cada superficie de las extremidades, como lo prueba el experimento, producira, a distancias
considerables, efectos tan sensibles como nuestras agujas magnéticas; aunque el fluido de cada
superficie de los cristales de las extremidades penetre estas celdas solo a una profundidad
infinitamente pequefa, y los fluidos eléctricos de todas las superficies en contacto se equilibren
entre si, ya que una de las caras es positiva y la otra es negativa.

Unos afios més tarde, Avogadro (") también admitié que las moléculas de un cuerpo no
conductor eléctrico se polarizaron bajo la influencia de un conductor cargado. Para el testimonio de
Mossotti (") "El profesor Orioli utilizé la induccién que se ejerce de una molécula a otra, o de una
capa delgada del disco de vidrio a otra, para explicar el modo de accion de la maquina eléctrica.”

Pero es a Faraday a quien le debemos los primeros desarrollos extensos en la electrificacion de
los cuerpos aislantes.

Faraday se ocup6 de indicar la secuencia de pensamientos que lo llevo a imaginar sus hipotesis
sobre la constitucion de los cuerpos dieléctricos.

" Coulomb, Septiéme Mémoire sur I'Electricité et le Magnétisme (Mémoires de I'Académie des Sciences de Paris
pour 1789, p. 489. — "Collection de Mémoires relatifs a la Physique", publicadas por la Société francaise de Physique;
t. I; Mémoires de Coulomb).

" Avogadro, "Considérations sur I'état dans lequel doit se trouver une couche d'un corps non conducteur de
I'électricité lorsqu'elle est interposée entre deux surfaces douées d'électricité de différente espece” (Journal de Physique,
t. LXIII, p. 450, 1806). — Second Mémoire sur I'Electricité (Journal de Physique, t. LXV, p. 130, 1807).

™ Mossotti, "Recherches théoriques sur linduction électrostatique envisagée d'aprés les idées de Faraday”
(Bibliotheque universelle, Archives, t. VI, p. 193, 1847).
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"Durante la larga serie de investigaciones experimentales en las que me he comprometido”, dice,
"un resultado general me ha sorprendido constantemente: estamos en la necesidad de admitir dos
fuerzas, o dos formas o direcciones de fuerza, y al mismo tiempo, no podemos separar estas dos
fuerzas (o estas dos electricidades) entre si, ya sea mediante los fendmenos de la electricidad
estatica o por los efectos de las corrientes. Esta imposibilidad que hemos encontrado hasta ahora, en
todas las circunstancias, de cargar la materia de una manera absoluta, exclusivamente con una u otra
electricidad, siempre ha estado en mi mente. Asi he concebido el deseo de aclarar la vision que
habia adquirido sobre el mecanismo por el cual los poderes eléctricos y las particulas de materia
estan en relacion; en particular, en acciones inductivas, que parecen ser la base de todas las demas;
e investigué con ese propasito.

Por analogia, dos teorias han guiado a Faraday en sus suposiciones sobre la polarizacién de los
cuerpos dieléctricos: la teoria del magnetismo vy la teoria de las acciones electroliticas.

Todo el mundo conoce la representacion, imaginada por Grotthuss, del estado en el que se
encuentra un electrolito atravesado por una corriente; cada molécula esté orientada en la direccién
de la corriente, el atomo electro-positivo hacia el lado del electrodo negativo y el atomo electro-
negativo hacia el lado del electrodo positivo. Faraday fue impactado () por el parecido que presenta
un voltametro con un condensador. Ponga un placa de hielo entre dos hojas de platino; cargue una
de las hojas de electricidad positiva y la otra electricidad negativa; tendrd un condensador de lamina
dieléctrica; ahora funda el hielo; el agua sera electrolizada y tendras un voltimetro. ¢ De donde viene
esta diferencia? Simplemente el estado liquido del agua que permite que los iones lleguen a los dos
electrodos; en cuanto a la polarizacion eléctrica de las particulas, debe suponerse que preexiste a su
movilidad, que ella ya se realiza en hielo. Y dado que todos los fendmenos presentados por el
electrolito parecen deberse a una accion de las particulas colocadas en un estado particular de
polarizacion, esto me ha llevado a suponer que la induccién ordinaria misma es, en todos los casos,
una accion de particulas contiguas, y que la accion eléctrica a distancia (es decir, la accion inductiva
ordinaria) se ejercia solo por medio de la materia interpuesta.”

¢Cdémo influyen entre si estas particulas contiguas? Faraday describe repetidamente esta accion.
“La induccién aparece (") como consistente en un cierto estado de polarizacion de las particulas,
estado en el que las pone el cuerpo electrificado que ejerce la accion, las particulas presentan puntos
0 partes positivas, puntos o partes negativas, las partes positivas y las negativas ocupan, en la
superficie inducida de las particulas, dos regiones simétricas entre si,"

“La teorfa (") asume que todas las particulas de un cuerpo, tanto de un material aislante como
de un material conductor, son conductores perfectos: estas particulas no estan polarizadas en su
estado normal, pero pueden devenir bajo la influencia de particulas cargadas en su vecindad, el

“ Faraday, loc. cit. (Experimental Researches, T. 1, p. 361).

* Faraday, loc. cit. (Experimental Researches, T. 1, p. 409).

" Faraday, "Nature of the electric force or forces”, leido en la Royal Society of London, el 21de junio de 1838
(Philosophical Transactions of the Royal Society of London, 1838, pp. 265 a 282. — "Experimental Researches", serie
XIV, vol. I,. p. 534).
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estado de polarizacion se desarrolla instantaneamente, al igual que en una masa conductora aislada
formada por un gran nimero de particulas."

"Las particulas de un dieléctrico aislante sometido a induccion se pueden comparar con una
serie de pequefias agujas magnéticas o, mas correctamente, con una serie de pequefios conductores
aislados. Considere el espacio que rodea un globo electrificado; reemplacémoslo por un dieléctrico
aislante, como aire o la esencia de trementina, y esparzamosle pequefios conductores globulares, de
modo tal que solo pequefias distancias los separan entre si y del globo electrificado; cada uno de
ellos estara asi aislado, el estado y la accion de estas particulas se pareceran exactamente al estado y
la accién de las particulas de un dieléctrico aislado, segin yo las concibo. Cuando el globo esté
cargado, todos los conductores pequefios estaran polarizados. cuando el globo esta descargado, los
pequefios conductores volveran a su estado normal, para polarizarse nuevamente si el globo es
recargado. "

Esta claro que Faraday imagina la constitucion de cuerpos dieléctricos con el parecido exacto de
lo que Coulomb y Poisson atribuyeron a cuerpos magneticos; No parece, sin embargo, que Faraday
haya pensado en llevar a sus ideas sobre la polarizacion eléctrica las consecuencias a las que la
teoria de la magnetizacion por influencia habia conducido a Poisson.

Esta comparacion se indica por primera vez, de manera sucinta pero muy clara, en una de las
primeras obras de W. Thomson (*). "Debe haber, entonces, una accién muy especial en el interior
de los cuerpos dieléctricos solidos para producir este efecto”. Es probable que este fendmeno se
explique atribuyendo al cuerpo una accién similar a lo que ocurriria si no hubiera accion dieléctrica
en el medio aislante y si hubiera una gran cantidad de pequefias esferas conductoras distribuidas
uniformemente en este cuerpo. Poisson ha demostrado que, en este caso, la accion eléctrica seria
bastante similar a la accion magnética del hierro dulce bajo la influencia de cuerpos magnetizados.
Sobre la base en los teoremas que ha dado sobre esta accion, es facil demostrar que si el espacio
entre Ay B se llena con un medio asi constituido, las superficies de equilibrio seran las mismas que
cuando solo hay un medio aislante sin energia dieléctrica, pero el potencial en el interior de A sera
menor que en el Ultimo caso, en un informe que es facil de determinar a partir de los datos relativos
al estado del medio aislante. Esta conclusion parece ser suficiente para explicar los hechos que el
Sr. Faraday observo con respecto a los medios dieléctricos ... ™

Casi al mismo tiempo, la Sociedad Italiana de Ciencias de Mddena, formuld un concurso sobre
la siguiente tema: "Tomando como punto de partida las ideas de Faraday sobre la induccion
electrostatica, dé una teoria fisico-matematica de la distribucién del electricidad en conductores de
diversas formas ".

Tw. Thomson, Note sur les lois élémentaires de I'électricité statique (Journal de Liouville, t. X, p. 220, 1S45. —
Reproducido con los desarrollos del trabajo, "On the elementary laws of statical electricity, Cambridge and Dublin
Mathematical Journal, nov. 1845, y en Papers on Electrostatics and Magnetism, art. 11, sect. 25).
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Para Mossotti (), resolver el problema fue suficiente con someter a una especie de transposicion
las formulas que Poisson habia obtenido en el estudio del magnetismo; esta transposicion fue
completada por Clausius (7).

Aceptar las ideas de Faraday, Mossotti y Clausius sobre la constitucion de los cuerpos
dieléctricos parece tan dificil hoy como admitir las suposiciones de Coulomb y Poisson sobre los
cuerpos magnéticos; pero es facil someter la teoria de la polarizacién a una modificacion analoga a
la que W. Thomson ha sometido a la teoria de la magnetizacion; es a partir de una teoria asi liberada
de todas las consideraciones sobre las moléculas polarizadas la que utilizé H. von Helmholtz ().

Vamos a especificar los fundamentos de esta teoria.

Al comienzo del estudio de la electrostatica, dos especies de cantidades no dirigidas fueron
suficientes para definir la distribucion eléctrica en un cuerpo; estas dos cantidades fueron la
densidad eléctrica sélida o en cada punto dentro del cuerpo y la densidad eléctrica superficial Z en
cada punto de la superficie del cuerpo; aunque los fundadores de la electrostatica redujeron esta
nocién y miraban a la superficie del cuerpo como una capa eléctrica muy delgada, pero no
infinitamente delgada.

Mas tarde, el estudio de las caidas repentinas de nivel potencial en el contacto de dos
conductores diferentes condujo a la introduccion de una tercera magnitud no dirigida, irreductible a
las anteriores, el momento de una doble capa en cada punto de la superficie de contacto de los dos
conductores.

Estos tres tipos de magnitudes ya no son suficientes para representar por completo la
distribucion eléctrica en un sistema cuando este sistema contiene malos conductores; para
perfeccionar la representacion de dicho sistema, es necesario utilizar una nueva magnitud, una
cantidad dirigida, que se asigna a cada punto de un cuerpo dieléctrico, y que se llama intensidad de
polarizacion en este punto.

Por lo tanto, un cuerpo dieléctrico es un cuerpo que presenta en cada punto una intensidad de
polarizacion, definida en cantidad y direccion, asi como un cuerpo magnético es un cuerpo que
presenta en cada punto una intensidad de magnetizacion, definida en cantidad y en direccion. Las

“ Mossotti, "'Discussione analitica sull' influenza che I'azzione di un mezzo dielettrico ha sulla distribuzione della
eleitricita alla superfizie dei piu corpi elettrici disseminati in esso™ (Memorias de la Socidad italiana de Modene, t.
XXIV, p. 49, 1850). — Extractos del mismo (Bibliothéque universelle, Archives, t. VI, p. 357, 1847). — Recherches
théoriques sur l'induction électrostatique envisagée d'aprés les idées de Faraday (Bibliotheque universelle. Archives, t.
VI, p. 193; 1847).

“ R. Clausius, Sur le changement d'état intérieur qui a lieu, pendant la charge, dans la couche isolante d'un
carreau de Franklin ou d'une bouteille de Leyde, et sur I'influence de ce changement sur le phénomeéne de la
décharge (Abhandlungen sammlung Gber die mechanische Théorie der Warme, Bd. 11, Zusatz zu Abhandl. X, 1867.
— Théorie mécanique de la Chaleur, traduite en francais par F. Folie, t. 1, Addition au Mémoire, X, 1869).

" H. Helmholtz, "Ueber die Bewegungsgleichungen der Eléktricitat fur ruhende leitende Korper”, & 8

(Borchardt's Journal fur reine und angewandete Mathematik, Bd. LXXII, p. 114, 1870. — Wissenschaftliche
Abhandlungen, Bd. I, p. 611).
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hipdtesis elementales a las que sometemos a la intensidad de la polarizacion estan, ademas,
copiadas de las hipdtesis elementales que caracterizan la intensidad de la magnetizacién; una sola
hip6tesis, esencial, es cierto, es especifica de la intensidad de polarizacion; esta hipétesis, a la que
estamos necesariamente conducidos por la manera en que Faraday y sus sucesores representaron la
constitucion de los dieléctricos, es la siguiente:

Un elemento dieléctrico, de volumen dw, cuya intensidad de polarizacion tiene por componentes
A, B, C, ejerce sobre una carga eléctrica COLOCADA a DISTANCIA FINITA, la misma accion que
dos cargas eléctricas iguales, una a p y la otra a —u, la primera colocada en un punto M del
elemento dw, la segunda en un punto M 'del mismo elemento, de tal modo que la direccion M'M es
la de la polarizacion y que tenemos mediante la igualdad

—_ /2
ux MM = (A% + B2 +C2) 2dw
Por el contrario, se acepta que un elemento magnético no acttia sobre una carga eléctrica.

Antes de resumir las consecuencias que pueden extraerse de estas hipotesis, insistamos, por un
momento, en la transformacion que han experimentado las suposiciones hechas por los fundadores
de la electrostatica.

Cuatro especies de magnitudes: la densidad eléctrica solida, la densidad eléctrica superficial, el
momento de una doble capa, la intensidad de la polarizacion, se utilizan hoy en dia para representar
la distribucion eléctrica de un sistema. Los fundadores de la electrostatica, Coulomb, Laplace,
Poisson, hicieron uso de solo una de estas magnitudes, la densidad eléctrica sélida; lo admitieron
facilmente en sus teorias, porque podian imaginarlo facilmente como la densidad de un cierto
fluido; a esta magnitud redujeron las otras tres.

En lugar de considerarla como sin espesor, la capa eléctrica que recubre a un cuerpo, y de ella
atribuirle una densidad superficial a dicho cuerpo, la imaginaron como una capa de espesor finito,
aunque muy pequefio, en el seno de la cual la electricidad tenia una densidad sélida finita, aunque
muy grande; dos de tales capas, idénticas en su signo cerca de la electricidad donde se formaron,
que estan colocadas a una pequefia distancia una de la otra, reemplazan nuestra doble capa actual,
sin espesor; finalmente, en lugar de concebir, en cada punto de un dieléctrico, una intensidad de
polarizacion definida en magnitud y direccion, colocaron alli una particula conductora recubierta
por una capa eléctrica conteniendo tanto fluido positivo como fluido negativo.

Hoy en dia, ya no pedimos teorias fisicas con un mecanismo simple y facil de imaginar que
explique los fendmenos; las consideramos como construcciones racionales y abstractas cuyo
propdsito es simbolizar un conjunto de leyes experimentales. Por consiguiente, para representar las
cualidades que estudiamos, en nuestras teorias admitimos sin dificultad magnitudes de cualquier
naturaleza, con la Unica condicién de que estas magnitudes estén claramente definidas; poco
importa si la imaginacion capta o no las propiedades significadas por estas magnitudes; por
ejemplo, las nociones de intensidad de magnetizacion, de intensidad de polarizacion, siguen siendo
inaccesibles a la imaginacion que por el contrario, capturan bien las particulas magnéticas de
Poisson, los corpulsculos eléctricos de Faraday, recubiertos, en sus dos extremidades, por capas
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fluidas de signos opuestos; pero la nocion de intensidad de polarizacion implica un nimero mucho
mas pequefio de hipodtesis arbitrarias que la nocién de particulas polarizadas; esta mas
completamente libre de todas las suposiciones sobre la constitucion de la materia; sustituyendo la
continuidad por la discontinuidad, ella esta lista para calculos mas simples y mas rigurosos; por lo
que debemos preferirlas.

8§ 3. Proposiciones esenciales de la teoria de los dieléctricos.

Los principios que hemos analizado permiten desarrollar una teoria completa de la distribucion
eléctrica en sistemas formados por cuerpos conductores y cuerpos dieléctricos. Indiquemos
brevemente, y sin ninguna demostracién (), las proposiciones esenciales que tendremos que usar
mas adelante.

Imaginemos dos cuerpos pequefios, colocados a una distancia r el uno del otro, y que tengan
cantidades q y q' de electricidad; concibamos estos dos pequefios cuerpos colocados no en el éter, es
decir, en lo que contendria un recipiente en el que habriamos hecho el vacio fisico, sino en un vacio
absoluto, es decir, en un medio idéntico al espacio de los gedmetras, que tiene longitud, ancho y
profundidad, pero carente de cualquier propiedad fisica, en particular de poder imantar o polarizar.
La distincion es importante; de hecho, hemos visto que la existencia de cuerpos diamagnéticos seria
contradictoria si no atribuyéramos al éter la facultad de imantar unos a otros, de acuerdo con la
hipdtesis emitida por Edmond Becquerel; y desde Faraday, todos los fisicos estan de acuerdo en
atribuir la polarizacion dieléctrica al éter.

Por una extensidn de las leyes de Coulomb (el experimento verifica estas leyes para los cuerpos
colocados en el aire, pero no es concebible para los cuerpos colocados en el vacio absoluto),
admitiremos que estos dos pequefios cuerpos se repelen con un fuerza

®) F=gor

donde ¢ es una cierta constante positiva.

Supongamos que un conjunto de cuerpos electrificados se coloca en el espacio y sea

-3

su funcion potencial. En cualquier punto (X, y, z) fuera de los conductores electrificados, o dentro de
uno de ellos, una carga eléctrica pu se somete a una accion cuyos componentes son uX, uY, uZ, de
modo de tener

(10) X=—8ﬂ, Y=—ﬂ, Z=—8ﬂ,
X Sy oz

" El lector podra encontrar las demostraciones en nuestro “Legons sur I'Electricité et le Magnétisme", t. II, 1892,
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Ahora, imaginemos un conjunto de cuerpos dieléctricos polarizados; sea dw un elemento
dieléctrico; (x4, y1, Z1) un punto de este elemento y A, B, C1, las componentes de la polarizacion en
ese punto (X, Y1, Z1).

_ 51 51 51
11 ViX,y,z)= — +B,—~+C,— |dw
(1) (x.y.2) I[Alz;xl 5 1521] :

férmula donde la integracion se extiende al conjunto de dieléctricos polarizados y que define, en el
punto (X, y, z), a la funcion potencial de este conjunto. En esta férmula (11), que recuerda
exactamente la expresion (1) de la funcién de potencial magnético, r es la distancia que media entre
los dos puntos (X, Y, 2) Y (X1, Y1, Z1).

El campo electrostatico creado por los dieléctricos en el punto (X, y, z), tiene por componentes

(12) X=eegX  Y=—g— Z=—g—

La funcion potencial V| definida por la igualdad (11), es idéntica a la funcion electrostatica
potencial definida por la formula (9) aplicada a una determinada distribucion eléctrica ficticia; en
esta distribucién ficticia, cada punto (x, y, z) interior del dieléctrico polarizado es afectado por una
densidad solida

(13) S 8A+ SB+SC
ox dy Oz

y cada punto de la superficie donde hay contacto entre dos cuerpos diferentes polarizados,
designados mediante los indices 1y 2, corresponde a una densidad superficial

(14) E =—[A cos(N,x)+ B, cos(N,y)+C, cos(N,z)]
+[A, cos(N,x)+ B, cos(N,y)+C,cos(N,z)]

Si alguno de los dos cuerpos, por ejemplo el cuerpo 2, es incapaz de ser polarizado
dieléctricamente, es suficiente suprimir A,, B, C, de la formula precedente.

Vemos que en cualquier punto dentro de un dieléctrico continuo,

(15) A\7=4n8=4n(6A+ oB | SC]

ox Joy oz

mientras que en cualquier punto de la superficie de contacto de dos dieléctricos,
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&V 8V
+

16
(16) 8N, 8N,

=—4xE

= 4n[A, cos(N,x)+ B, cos(N, y)+ C, cos(N,z)+ A, cos(N,x)+ B, cos(N,y)+C, cos(N,z)]

Consideremos un sistema donde todos los cuerpos susceptibles de ser electrificados son buenos
conductores, homogéneos y no descomponibles por electrolisis, y donde todos los cuerpos que
pueden estar polarizados son dieléctricos perfectamente polarizables; en un sistema de este tipo, el
equilibrio eléctrico estara garantizado por las siguientes condiciones:

1° En cada uno de los cuerpos conductores, tenemos

(17) V +V = const.

2° En cada punto de un dieléctrico tenemos

A=8F(M)8%(V +V),
(18) {B= sF(M):—y(\/ +V),
c =a|=(|v|)%(v +V)

En estas férmulas
M =(A?+B2+C?)"?

es la intensidad de polarizacion en el punto (x, y, z) y F(M) es una funcién esencialmente positiva de
M; esta funcion depende de la naturaleza del dieléctrico en el punto (x, y, z); de un punto a otro,
varia de manera continua o discontinua segun si la naturaleza y el estado del cuerpo varian de
manera continua o discontinua. En general, es suficiente, como primera aproximacion, reemplazar
F(M) por el coeficiente de polarizacion F, independientemente de la intensidad M de la
polarizacion; por esta aproximacion, las igualdades (18) se vuelven

A= cF i(\/ +V),

OX
(19) <B=8F88—y(\/ +\7),
\C =gk %(\/ +\7),

Inmediatamente siguen dos relaciones que tendran una gran importancia en este estudio.
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Primero, en comparacion con la igualdad (13), las igualdades (19) muestran que, en cada punto
de un medio continuo dieléctrico,

SR 2 2% 2

oX OX oy oy 0z oz

En segundo lugar, cuando se comparan la ecuacién (14), con las ecuaciones (19) se encuentra
que en cualquier punto de la superficie de contacto de dos medios diferentes,

(21) eF, 8(\;;':\7) +&F, 8(\;5;\7) =E
1 2

De estas igualdades, saqguemos inmediatamente algunas consecuencias importantes.
En el caso en que se aplica a un dieléctrico homogéneo, la formula (20) se convierte en
sFA(\/ +\7)= e

Esta ecuacion junto con la (15) y con AV =0,, d verificada en todo punto donde no hay
electricidad real, dan la ecuacion

(1+4neF AWV +V )= 0

y como F es esencialmente positiva, esta ecuacion da, a su vez:

(22) Al +V)=0
y
(23) e=0

De esta proposicion demostrada por Poisson en el caso de la imantacion por induccion y llevada
al caso de los dieléctricos por W. Thomson y O. F. Mossoti.

Cuando un cuerpo dieléctrico, homogéneo y perfectamente liso, esta polarizado por induccion,
la distribucion eléctrica ficticia que seria equivalente a la polarizacion de este cuerpo es una
distribucion puramente superficial.

Supongamos ahora que un dieléctrico 1 estd en contacto, a través de cierta superficie, con un
cuerpo 2, conductor, pero incapaz de cualquier polarizacion. En cada punto de esta superficie
corresponden dos densidades eléctricas superficiales: una densidad real X y una densidad ficticia E;
mediante las ecuaciones (16) y (21) podemos llegar a la conocida ecuacién
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8—V+8—V=—41t22
SN, o8N,

asi como a la ecuacion

OAVARN \Y)

—
8N, 8N,

que, de acuerdo con la condicion (17) nos permite obtener
(24) 4neF,Z +(1+ 4neF, )E =0

En la superficie de contacto entre un conductor y un dieléctrico, la relacion entre la densidad
de la capa eléctrica real X y la densidad de la capa eléctrica E es —(1+ 4nsF)/ 4AmeF |, negativa,
mayor que 1 en valor absoluto y que depende Unicamente de la naturaleza del dieléctrico.

Las formulas y los teoremas que acabamos de revisar brevemente permiten usar ecuaciones y
tratar los problemas que plantea el estudio de los dieléctricos. Dos de estos problemas cumpliran un
papel importante en las discusiones que seguirdn; por lo tanto, es importante recordar en pocas
palabras la solucion.

El primero de estos problemas tiene que ver con el condensador.

Imaginemos un condensador cerrado. En cada punto de la armadura interna, la suma (V + \7)
tiene el mismo valor U;, mientras que en cada punto de la armadura externa tiene el valor Uo. El
intervalo entre las dos placas esta ocupado en su totalidad por un dieléctrico homogéneo D del cual
F es el coeficiente de polarizacion.

Es facil demostrar que, en estas condiciones, la armadura interna esta cubierta por una carga
eléctrica real Q dada por la formula

_ 1+4meF

A A(Ul_UO)

Q

A es una cantidad que depende Unicamente de la forma geométrica del espacio entre los dos
armaduras. La capacidad del condensador, es decir, la relacion

C= _Q
8(U1 _Uo)
que tiene por valor
(25) c o 1tameF
47e
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Tomemos un condensador de forma idéntica al anterior y dejemos entre las armaduras de este
condensador un nuevo dieléctrico D', que tenga un coeficiente de polarizacion F'; la capacidad de
este segundo condensador tendra valor

_ 1+4neF
47e

c A
Cavendish en 1771, en investigaciones (') que permanecieron inéditas durante cien afios, y

Faraday (") en 1837, determinaron experimentalmente la relacién entre la capacidad del segundo
condensador y la capacidad del primero; el resultado de esta medida sera el nimero

C'_1+4neF’
C  1+4neF

Este numero dependerd Unicamente de la naturaleza de los dos dieléctricos D' y D; a este
numero, se le da el nombre de potencia especifica del dieléctrico D', relativa al dieléctrico D.

Por definicion, la potencia inductora especifica absoluta de un dieléctrico D es el nimero (1 +
47eF); para un medio impolarizable es igual a 1.

La consideracion del segundo problema se impone de la manera mas estricta ya que se considera
que el éter es susceptible de polarizacion dieléctrica.

Toda la electrostatica se basa sobre la suposicion de que los cuerpos conductores o dieléctricos
estan aislados en el vacio absoluto; si admitimos la hipotesis de la que acabamos de hablar, tal
electrostatica es una abstraccion pura, incapaz de dar una imagen de la realidad; pero, por una feliz
circunstancia, uno puede muy simplemente transformar esta electrostatica en otra donde el espacio
ilimitado, que estaba vacio en la primera, se llena con un éter homogéneo, incompresible y
polarizable.

Sea F( el coeficiente de polarizacién de este medio en el que estdn inmersos los cuerpos
estudiados. Estos cuerpos son conductores homogéneos cargados de electricidad y dieléctricos
perfectamente polarizables. ;Cuél serd la distribucion eléctrica en un sistema en el equilibrio? ;Qué
fuerzas actuaran entre los diversos cuerpos de los que esta compuesto?

La siguiente regla reduce a la electroestatica clésica la solucion de estas preguntas:

Reemplace el éter polarizable por el vacio; a cada cuerpo conductor, deje la carga eléctrica
total que tiene en realidad; a cada dieléctrico, asigne un coeficiente de polarizacion ficticio ¢ igual

“ The electrical Researches of the Honourable Henry Cavendish, F. R. S., written between 1771 and 1781; edited
by J. Clerk Maxwell (Cambridge).

" Faraday, Experimental Researches in Electricity, Serie X1, On induction; § 5. On specific induction, on specific
inductive capacity. Leida ante la Royal Society of London el 21de diciembre de 1837.
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al exceso de su coeficiente de polarizacion real F respecto del coeficiente de polarizacion Fq del
éter:

(27) o=F-F
Finalmente reemplace la constante € por una constante ficticia

(28) g=—°
1+4nek,

Obtendra un sistema ficticio correspondiente al sistema real dado.

La distribucion eléctrica sobre los cuerpos conductores seré la misma en el sistema ficticio que
en el sistema real.

Las acciones ponderomotrices seran las mismas en el sistema ficticio que en el sistema real.

En cuanto a la polarizacion, en cada uno de los puntos de los cuerpos dieléctricos distintos del
éter, tiene la misma direccion en el sistema ficticio que en el sistema real; pero para obtener su
magnitud en el segundo sistema, es necesario multiplicar la magnitud que tiene en el segundo por
F/ (F - Fo)

84. Laidea particular de Faraday

De las ideas de Faraday sobre la polarizacion hemos extraido, hasta ahora, lo méas general, lo
que dio origen a la teoria de los dieléctricos. Estas ideas generales estan lejos de representar, en su
plenitud, el pensamiento de Faraday. Faraday, ademas, profesd una opinion muy particular sobre la
relacion que existe entre la carga eléctrica que cubre un conductor y la polarizacion del medio
dieléctrico en el que se sumerge este conductor. Esta opinion de Faraday no habia escapado a
Mossotti, que la habia adoptado; por otro lado, parece que no ha afectado a ningin fisico
contemporaneo; Heinrich Hertz (*) sostuvo esta opinién, observando que es un caso limite de la
teoria de Helmholtz, ya sefialado por este gran fisico; pero ni Helmholtz ni Hertz lo atribuyeron a
Faraday y Mossotti.

Para quien leyd a Faraday con atencion minuciosa, esta claro que él admitid la siguiente ley:

Cuando un medio dieléctrico se polariza bajo la accion de conductores electrificados, en cada
punto de la superficie de contacto entre un conductor y el dieléctrico, la densidad de la capa
superficial ficticia que cubre el dieléctrico es igual y de signo opuesto al densidad de la capa
eléctrica real que cubre el conductor:

(29) E+X=0

“ Heinrich Hertz, Untersuchungen tiber die Aushreitung der elektrischen Kraft. Einleitende Uebersicht; Leipzig,
1892. — Traducida al francés por M. Raveau (La Lumiére électrique, t. XLIV, pp. 285, 335 et 387; 1892).

66



Introduccion

"Cuando uso la palabra carga en su sentido mas simple”, escribi6 Faraday al Dr. Hare, "quiero
expresar que un cuerpo puede estar cargado con electricidad, siempre que se considere solo al
mismo; pero admito que tal carga no puede existir sin induccion, es decir, independientemente del
desarrollo de una cantidad igual de la otra electricidad, no en el cuerpo cargado en si, sino en las
particulas inmediatamente adyacente al dieléctrico que lo rodea, y, por medio de estos, sobre las
particulas opuestas a los cuerpos conductores no aislados que lo rodean, y que, en esta
circunstancia, detiene, por asi decirlo, esta induccion particular."”

Para Faraday, la posibilidad de mantener una capa eléctrica. en la superficie de un conductor se
debe a la existencia, en la vecindad inmediata de esta capa, otra igual en densidad y signo contrario.

Como la teoria supone que el medio que rodea al cuerpo conductor es perfectamente aislante, no
es necesario buscar qué fuerza mantiene la capa eléctrica adherida a la superficie del conductor; lo
que lo mantiene alli es la propiedad asignada en el medio de no poder permitir el pasaje de la
electricidad; si pudiésemos hablar de la presién que ejerce el medio sobre la electricidad para
mantenerla, es en el sentido de que uno habla en mecanica de fuerza vinculante; esta presion es la
accion electromotriz que deberia aplicarse a la capa eléctrica para que permanezca en la superficie
del conductor, si el medio deja de ser aislante; esta idea parece haber sido percibida muy
claramente por Poisson (*) quien escribi6: “La presién que el fluido ejerce contra el aire que lo
contiene, de hecho depende de la fuerza de repulsién y del grosor de la capa; y dado que uno de
estos elementos es proporcional al otro, se deduce que la presién varia con la superficie de un
cuerpo electrificado y es proporcional al cuadrado del espesor o a la cantidad de electricidad
acumulada en cada punto de esta superficie. El aire impermeable a la electricidad debe considerarse
como un recipiente cuya forma estad determinada por la del cuerpo electrificado; el fluido contenido
en este recipiente ejerce diferentes presiones sobre sus paredes en diferentes puntos, de modo que la
presion que tiene lugar en ciertos puntos es a veces muy grande e infinita en relacion con lo que
otros puntos experimentan. En lugares donde la presion del fluido supera la resistencia del aire
contra ella, el aire cede, o por decirlo asi, es como si el recipiente se rompe y el fluido fluye como
por una abertura. Esto es lo que ocurre en los extremos de las puntas y en los bordes afilados de los
cuerpos angulosos.”

Faraday no entendio la idea de Poisson; confundié la resistencia que el aire opone al escape de
la electricidad, en virtud de su no conductibilidad, con la presion atmosférica, es decir, con la
resistencia que este mismo aire opone al movimiento de las masas materiales, en virtud de su peso e
inercia; y, usando la explicacion asi interpretada, la aprovechd para su teoria que atribuye a la
accion de la capa extendida sobre el dieléctrico el equilibrio de la capa que cubre el conductor:

"En este punto”, — escribi6 Faraday (") —, “"creo que mis puntos de vista sobre la induccién
tienen una marcada ventaja sobre todos los demas, y especialmente sobre los que atribuyen a la
presion de la atmosfera la retencidon de la electricidad sobre la superficie de los conductores

* S D. Poisson, Mémoire sur la distribution de I'électricité a la surface des corps conducteurs, leida ante la
Académie des sciences el 9 de mayo y el 3 de agosto de 1812 (Mémoires de la classe des sciences mathématiques et
physiques pour I'année 1811, Mémoires des savants étrangers, p. 6).

" Faraday, Experimental Researches in Electricity, Serie XII, On induction, vol. I. p. 438.
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expuestos al aire; esta vision es la adoptada por Poisson y Biot, y creo que es generalmente
aceptada: esta teoria se asocia mediante relaciones mecanicas groseras, por medio de una presion
puramente estatica, dos elementos tan distintos como el aire ponderable por un lado y, por otro lado,
el fluido o fluidos eléctricos, que son fluidos sutiles y, ademas, hipotéticos ". ... "Esto nos da nueva
evidencia (TT) de que la mera presion de la atmésfera no es suficiente para prevenir o controlar la
descarga, sino que este rol corresponde a una cualidad o relacion eléctrica del medio gaseoso. Es,
por lo tanto, un nuevo argumento para la teoria molecular de la accion inductiva."”

Ademas, un lector atento de Experimental Research on Electricity reconoce facilmente, en la
hipdtesis que estamos desarrollando en este momento, lo que Faraday pretende afirmar cuando dice
que la accidn eléctrica no se ejerce a distancia, sino solo entre particulas contiguas; Ciertamente
significa que no se puede desarrollar ninguna cantidad de electricidad en la superficie de una
molécula material sin que una carga igual y de signo opuesto de otra molécula extremadamente
cercana se desarrolle en el lado opuesto.

Asi es como Mossotti entendié el pensamiento de Faraday: “Este fisico”, — dijo, () —
"considerando el estado de polarizacion molecular eléctrico, piensa que debe haber dos sistemas de
fuerzas opuestas que alternan rapidamente y alternativamente se ocultan en el interior del cuerpo
dieléctrico, pero que deben manifestar dos efectos especiales y opuestos a los extremos del mismo
cuerpo. Por un lado, por la accion simultanea de los dos sistemas de fuerzas que se desarrollan en el
cuerpo dieléctrico, en cada punto de la capa eléctrica que cubre el cuerpo excitado nace una fuerza
igual y opuesta a aquella con la que la misma capa tiende a expulsar sus atomos, y la oposicion de
estas dos fuerzas provoca que el fluido que compone sea retenido en la superficie del cuerpo
eléctrico. En el lado opuesto, donde el cuerpo dieléctrico toca o envuelve las superficies de otros
cuerpos eléctricos circundantes, despliega una fuerza de una especie analoga a la del cuerpo
electrificado y mediante el cual estas superficies son llevadas al estado eléctrico opuesto.”
Mossotti, después de haber demostrado la existencia de capas superficiales equivalentes a un
dieléctrico polarizado por induccién, agregé (*): “Estas capas que representarian, en los limites del
cuerpo dieléctrico, los efectos no neutralizados de los dos sistemas reciprocos de fuerzas internas,
ejercen sobre la superficie de los cuerpos conductores circundantes, acciones equivalentes a las que
las capas eléctricas propias de estos mismos cuerpos ejercerian directamente entre ellos sin la
intervencion del cuerpo dieléctrico. Este teorema nos da la conclusion principal de la cuestion que
nos habiamos planteado. El cuerpo dieléctrico, por medio de la polarizacion de las atmosferas de
sus moléculas, sélo transmite de uno a otro cuerpo la accion entre los cuerpos conductores,
neutralizando la accion eléctrica sobre uno y llevando a cabo sobre el otro una accién igual a
aquella que el primero habria ejercido directamente."

Si observamos que para Faraday y para Mossotti, las palabras accion eléctrica, fuerza eléctrica,
en todo momento se toman como sindnimos de carga eléctrica, densidad eléctrica, no podemos
dejar de reconocer, en los pasajes que acabamos de citar, a la hipotesis que traduce la ecuacién (29).

' Faraday, ibidem, p. 445.

“ Mossotti, Recherches théoriques sur linduction électrostatique envisagée d'aprés les idées de Faraday
(Bibliothéque universelle, Archives, t. VI, p. 194; (1847).

™ Mossotti, ibid. p. 196.
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Por lo tanto, podemos decir que esta ecuacion expresa la hipotesis particular de Faraday y
Mossotti.

Rigurosamente tomada, esta hipotesis no es compatible con los principios sobre los que se basa
la teoria de la polarizacion dieléctrica; Hemos visto, como consecuencia de la igualdad (24), que la
densidad de la capa eléctrica real difundida sobre la superficie de un cuerpo conductor siempre tenia
un valor absoluto mayor que la densidad, en el mismo punto, de la capa eléctrica ficticia que seria
equivalente a la polarizacion del dieléctrico contiguo.

Pero esta misma igualdad (24) nos ensefia que la hipétesis de Faraday y Mossotti, inaceptable si
la llevamos a lo més estricto, puede ser aproximadamente verdadera; esto sucede si gF tiene un
valor muy grande en comparacion con 1/4x.

Por lo tanto, podemos decir que la hipétesis de Faraday y Mossotti representara una ley
aproximada si el numero abstracto eF tiene, para todos dieléctricos, un valor numérico
extremadamente grande.

Examinemos las consecuencias de esta suposicion.

La capacidad de un condensador a ld&mina de aire apenas varia cuando el vacio eslo mas
perfecto posible. Por lo tanto, se puede suponer que la potencia inductora especifica del aire con
respecto al éter apenas supera a la unidad o que el numero (I + 4neF) relativo al aire puede
sustituirse por el nimero(1 + 4TreF,) relativo al éter.

Tomemos dos cargas eléctricas Q y Q' colocadas en el éter (practicamente en el aire) y sea r la
distancia que las separa; estas cargas se repelen entre si con una fuerza que tiene por valor

e QQ

" 1+4meF, r?

(30)

Si admitimos la hipétesis de Faraday y Mossotti, este valor difiere poco de

__ 1 QU
4nF, r?

(31)

Supongamos que usamos el sistema de unidades electromagnéticas C. G. S .; que los numeros
Q, Q', r, son medidos en este sistema; que las cargas y sus distancias, son nimeros de magnitud
moderada; por ejemplo, que los tres son iguales a 1. La experiencia nos muestra que la fuerza
repulsiva no puede medirse por un nimero extremadamente pequefio, sino, por el contrario, se mide
por nimero grande; por lo tanto, no puede considerarse que el coeficiente de polarizacion Fq del
éter tenga un valor muy grande en el sistema electromagnético C. G. S. Luego, la hipdtesis de
Faraday conduce a la siguiente proposicion:
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En el sistema electromagnético C. G. S., la constante ¢ tiene un valor extremadamente grande;
cada formula puede ser reemplazada por la forma limite que se obtiene cuando € crece mas alla de
todos los limites.

La experiencia que acabamos de mencionar nos informa, ademas, sobre el valor de Fo. La
repulsion de dos cargas representadas por el niumero 1 en el sistema electromagnético C.G.S.,
colocadas a una distancia de un centimetro una de la otra, se mide sensiblemente por el mismo
nimero que el cuadrado de la velocidad de la luz, es decir, por el nimero 9 x 10%%; si aceptamos la
hipétesis de Faraday, tenemos

1
4nF,

=9x10%

1
FF=———
° 36mx10%

eFo debe ser extremadamente grande en comparacion con 1/4w, vemos que en el sistema
electromagnético C. G. S., ¢ debe ser un niimero extremadamente grande en comparacion con 10%.

El poder inductor especifico relativo al éter (en la practica, al aire) de un dieléctrico cualquiera
estd en una relacion (1 +4neF)/ (1 +4nek,); para todos los dieléctricos conocidos, tiene un valor
finito, varia entre 1 (para el éter) y 64 (para el agua destilada)

O, en la teoria de Faraday, el poder inductor especifico de un dieléctrico D' con respecto a otro
dieléctrico D es sensiblemente igual a la relacion entre el coeficiente de polarizacion F' del primer
dieléctrico y el coeficiente de polarizacion F del segundo dieléctrico:

(32) 1+4neF’ F°
1+4neF F
Por lo tanto, para todos los dieléctricos, la relacion F/F, esta entre 1 y 64; en otras palabras,
para todos los dieléctricos, el coeficiente de polarizacion F, medido en unidades electromagnéticas
C.G.S., es, como maximo, del orden de 10%.

Helmholtz, después de haber desarrollado una electrodindmica muy general, propuso (*), para
encontrar varias consecuencias de la teoria de Maxwell, una operacién que equivale a tomar la
forma limite de las ecuaciones obtenidas cuando eF crece mas alld de cualquier limite; esta
suposicion, como vemos, se reduce inmediatamente a la hipotesis de Faraday y Mossotti.

“ H. Helmholtz, Ueber die Gesetze der inconstanten elektrischen Stréme in korperlich ausgedehnten Leitern
(Verhandlungen des naturhistorisch-medicinischen Vereins zu Heidelberg, 21 de junio de 1870; p. 89. —
Wissenschaftliche Abhandlungen, Bd. I, p. 543).— Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricitat fir ruhende
leitende Korper (Borchardt's Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. LXXII, p. 127 y p. 129. —
Wissenschaftliche Abhandlungen, Bd. I, p. 625 y p. 628). — Ver también: H. Poincaré. Electricité et Optique; II. Les
théories de Helmholtz et les expériences de Hertz, p. VI y p. 103; Paris, 1891.
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CAPITULO II
La primera teoria electrostatica de Maxwell
81. Recordando la teoria de la conductibilidad del calor.

Antes de ir mas alla y analizar la exposicion de las ideas de Maxwell, debemos detenernos un
momento para estudiar la conductividad del calor.

Consideremos una materia, homogénea o heterogénea, pero isotropa.

Sea (X, Yy, z) un punto tomado dentro de esta materia;

T, la temperatura en este punto;

k el coeficiente de conductividad térmica en este punto.

El flujo de calor* en este punto tendra componentes a lo largo de los ejes de coordenadas:

(33) u=—k6—T, v=—k8—T, w=—k£,
oX oy 0z

Consideremos una parte continua de un conductor; y en ella un elemento de volumen.
dw = dx dy dz

recortado en esta region, contiene una fuente de calor que libera, en el tiempo dt, una cantidad de
calor j du dt; que podemos Illamar intensidad de la fuente. Segun esta definicion, tendremos

ou ov ow
—+—+—=]
ox oy oz
0 bien, en virtud de las ecuaciones (33)
(34) i(k£]+§ PRLIN A2 VLI T
ox\ ox /) oyl oy ) o6z\ oz

* El flujo de calor mide la cantidad de calor que, por unidad de tiempo, atraviesa la unidad de superficie, en una
direccion normal a la misma. En el texto original, Duhem utiliza el término flujo para variables que se desplazan en
direccion paralela a una superficie, por lo que hemos traducido el término flux por corriente. (N. del T.)
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Sea S la superficie que separa dos sustancias, 1 y 2, de conductividades diferentes. El elemento
dS de esta superficie encierra una fuente de calor superficial que, en el tiempo dt emite una cantidad
de calor J dS dt; J es la intensidad superficial de la fuente. Entonces tendremos

u, cos(N, x)+v, cos(N, y)+w, cos(N,z)+ u, cos(N,x)+v, cos(N, y)+w, cos(N,z) = J
0 bien, en virtud de las ecuaciones (33)

8T 8T
35 k,—+k
(35) '8N,  ?8N,

+J=0

Estas son las ecuaciones fundamentales, dadas por Fourier, que rigen la propagacion del calor
por conductividad. Sabemos como el trabajo de G. S. Ohm, completado més tarde por G. Kirchhoff,
permitié extenderlos a la propagacion de corriente eléctrica dentro de los cuerpos conductores. Para
pasar del primer problema al segundo, basta con reemplazar el flujo de calor por el flujo eléctrico,
la conductividad térmica por la conductividad eléctrica, la temperatura T por el producto €V de la
constante de las leyes de Coulomb y la funcion electrostatica potencial; al final de sustituir en jy
en J las relaciones 8c/6t, 6X/6t; o, X designan a las densidades eléctricas solidas y superficiales.

Se puede usar una extension similar de las ecuaciones de conductividad térmica para tratar la
difusion de una sal en una solucién acuosa, de acuerdo con el comentario bien conocido de Fick.

También se puede establecer una analogia analitica entre ciertos problemas relacionados con la
conductividad del calor y ciertos problemas de electrostatica.

Consideremos, por ejemplo, el siguiente problema:

Un cuerpo C esta inmerso en un espacio E. El cuerpo C y el espacio E son homogéneos,
isotropicos y conductores, pero tienen conductividades diferentes; k; es la conductividad del cuerpo
C; k, es la conductividad del espacio E. Se supone que el cuerpo C debe mantenerse a una
temperatura invariable, la misma en todos sus puntos, que designaremos por A; los diversos
elementos del espacio E no tienen otra causa de liberacion o absorcion de calor que la que proviene
de su calor especifico y; cada elemento dw, de densidad p, libera, en el tiempo dt, una cantidad de

calor—p dwy 66_I dt, de modo que
i oy o1
J=pY 5t

finalmente, se supone que el estado de este medio E es estacionario. Hay, en cada punto, un valor
independiente de t, que transforma la igualdad anterior en

i=0
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¢Cémo se deben distribuir las fuentes de calor en la superficie del cuerpo C para lograr tal
estado? ¢Cual serd, en los diversos puntos del espacio E, el valor de la temperatura T?

La temperatura T, continua en todo el espacio, debe tomar, en cada punto del cuerpo C y la
superficie que lo termina, el valor constante A; en cualquier punto del espacio E, ella tendra que
verificar la ecuacion

AT =0
a la cual se reduce la ecuacion (34), cuando
j=0

y si suponemos que k es independiente de x, y, z; T queda asi determinada, y la ecuacion (35), se
reducira a

kza—T+J =0
oN,

permitiendo conocer el valor de J en cada punto de la superficie que limita el cuerpo C.
Este problema es analiticamente idéntico a este:

Un conductor C homogéneo y electrificado estd sumergido en un medio aislante E; ;Cual es la
distribucion de electricidad en la superficie de este conductor en equilibrio?

Para pasar del primer problema al segundo, basta con reemplazar, en la solucién, la temperatura
T por la funcion de potencial eléctrico V, el cociente J/k, por el producto 4%, donde ¥ denota la
densidad superficial de la capa eléctrica que cubre el conductor C.

Puede ser dificil citar al gedmetra que primero noté esta analogia; los matematicos de principios
de siglo estaban tan perfectamente acostumbrados al manejo de las ecuaciones diferenciales a las
que las diversas teorias de la fisica conducen que tal analogia deberia, por asi decirlo, saltar sobre
ellas. En cualquier caso, se encuentra explicitamente establecido en obras antiguas por Chasles () y
W. Thomson ().

8§ 2. Teoria de los medios dieléctricos, construida por analogia con la teoria de la conduccion
de calor.

M. Chasles, "Enoncé de deux théorémes généraux sur l'attraction des corps et la théorie de la chaleur”, (Comptes
rendus, t. VIII, p. 209 ; 1839).

w. Thomson, "On the uniform Motion of Heat in homogeneous solid Bodies, and its Connexion with the
mathematical Theory of Electricity" (Cambridge and Dublin mathematical Journal, febrero de1842. — Reimpreso en el
Philosophical Magazine de 1854 y en los Papers on Electrostatics and Magnetism, Art. 1).
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En la busqueda de las propiedades de los medios dieléctricos, se ha buscado una analogia méas
profunda con las leyes de la conductividad del calor.

Habiendo solucionado cualquier problema de conductividad, se pasaria al problema analogo de
la electrostatica conservando las mismas ecuaciones y cambiando el significado de las letras que
aparecen en ellas de acuerdo con las siguientes reglas:

Reemplazariamos la temperatura T por una cierta funcion ¥; esta funcion ¥ determinaria las
componentes P, Q, R del campo electrostatico en el punto (x, y, zZ) mediante las formulas

(36) p ¥ Q. ¥ ¥

El coeficiente de conductibilidad k sera reemplazado por un coeficiente K, que caracterice las
propiedades dieléctricas del medio y que llamaremos su poder inductor especifico.(*)

Los componentes del flujo de calor u, v, w seran reemplazados por los componentes f, g, h de un
vector que llamaremos polaridad en el punto ( x, y, z) de modo que tendremos

-

f=KP:—Ka—lP

OX

(37) 1g=KQ=- S—T
3y

h=KR=—K8—\P

L oz

La intensidad j de la fuente calorifica serd reemplazada por 4nKe, siendo e la densidad eléctrica
solida, de modo que la ecuacion (34) se transformara en

(38) S8, O 8F ), S O¥ ) 4nke=0
OX OX oy oy 0z 0z

En las memorias en las que discute la teoria que estamos exponiendo ahora, Maxwell nunca
considero las superficies de discontinuidad que separan los diversos cuerpos entre si; de hecho, si se
quiere, se puede suponer que el paso de los diversos cuerpos de uno a otro se realiza de manera
continua a través de una capa muy delgada; los fisicos a menudo han utilizado este procedimiento.

Estas diversas reglas, si existieran solas, podrian considerarse como un simple juego de formulas
que, al igual que las convenciones puramente arbitrarias; pierden este caracter. Para tomar a la
electrostatica, como una teoria fisica que puede ser confirmada o contradicha por la experiencia,
debemos agregar la siguiente hipotesis:

* Es lo que usualmente se conoce como constante dieléctrica relativa al vacio (N. del T.)
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El sistema es el asiento de las acciones que admiten por cantidad potencial
1
(39) U= EI Yedw

donde la integracion se extiende a todo el sistema.

Algunos lineamientos de esta nueva electrostatica se encuentran en las investigaciones de
Faraday; es cierto, no sobre el tema de los cuerpos dieléctricos, sino sobre el tema de los cuerpos
magnéticos que él traza; pero conocemos los vinculos intimos que unen el desarrollo de la teoria de
los imanes con el desarrollo de la teoria de los cuerpos dieléctricos. Varios fendmenos, dice Faraday
(), "me llevaron a la idea de que los cuerpos poseen en diferentes grados un poder conductor del
magnetismo" ... "Yo uso palabras poder conductor como expresion general para designar la
capacidad que poseen los cuerpos para transmitir fuerzas magnéticas, sin asumir la forma en que se
produce esta transmision.” Algunos cuerpos tendrian un mayor poder de conductor que el entorno
circundante; serian los cuerpos magnéticos propiamente dichos; otros conducirian no tan bien como
el medio; serian los cuerpos diamagnéticos. Faraday parece haber entrevisto (") que esta teorfa no
concuerda en todos los aspectos con la teoria clasica de la polarizacién de los imanes.

Ya unos afios antes, las propias ideas de Faraday sobre la induccion eléctrica le habian sugerido
a W. Thomson (") algunas ideas analogas: “Es posible, no dudo”, escribid, "descubrir que tales
fuerzas distantes pueden ser producidas enteramente por la accion de las partes contiguas de todo el
medio interpuesto, y encontramos una analogia en el caso del calor, algunos de cuyos efectos, que
siguen las mismas leyes, probablemente se propagan desde particula a particula.

Pero si algunos vestigios de la idea que acabamos de exponer pueden sospecharse en los escritos
de ciertos autores, no cabe duda de que Maxwell la desarroll6 primero en una verdadera teoria; a
esta teoria, dedicé la primera parte de sus memorias més antiguas sobre electricidad ().

Maxwell comienza proclamando el papel fructifero de la analogia fisica. "Por analogia fisica",
dice, "me refiero a este parecido parcial entre las leyes de una ciencia y las leyes de otra ciencia que
hace que una de las dos ciencias sea posible para ilustrar a la otra", y muestra como la analogia
fisica entre la acustica y la optica ha contribuido al progreso de esta ultima ciencia.

" Faraday, Experimental Researches in Electricity, Serie XXVI, leida en la Royal Society of London el 28 de
noviembre de 1850 (Experimental Researches, Vol. I, p. 100).

" Faraday, loc. cit., p. 208.

" W. Thomson, "On the elementary Laws of Statical Electricity", (Cambridge and Dublin mathematical Journal.
1845. — Papers on electrostatics, Art. 11, n° 50).

“J. Clerk Maxwell, On Faradays Lines of Force, leida en la Cambridge Philosophical Society el 10 de diciembre de
1855 y el 11 de febrero de 1856 (Transactions of the Cambridge Philosophical Society, vol. X, part, | p. 27; 1864.—
Scientific Papers of James Clerk Maxwell, vol. 1, p. 156 ; Cambridge, 1890).
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Luego desarrolla no la teoria de la propagacion del calor en un medio conductor, sino una teoria
del movimiento de un fluido en un medio resistente; este difiere del otro solo en el significado de
las letras que emplea; pero en ambas estas letras se agrupan de acuerdo con las mismas formulas.

Estas formulas, Maxwell las extiende a la electricidad, de acuerdo con lo que acabamos de
indicar (7): "La induccién eléctrica, dice, ejercida sobre un cuerpo a distancia, depende no solo de
la distribucién del electricidad en el cuerpo del inductor y la forma y posicion del cuerpo inducido,
pero también de la naturaleza del medio interpuesto o dieléctrico. Faraday expresa este hecho por la
concepcion de que una sustancia tiene una mayor capacidad inactiva o la conduce mejor las lineas
de accidn inductiva que otra.

Si suponemos que, en nuestra analogia del movimiento de un fluido en un medio resistente, la
resistencia es diferente en diferentes medios, cuando le damos a la resistencia un valor menor,
obtendremos un medio similar a un dieléctrico que conduce méas facilmente a las lineas de
Faraday."

8 3. Discusion de la primera electrostatica de Maxwell

Cuando Maxwell, en la presentacién que acabamos de analizar, habla de polaridad, carga
eléctrica, funcion potencial, ¢tiene la intencidn de eliminar estas palabras del significado que habian
recibido previamente en electrostatica?, ¢Tiene la intencion de definir nuevas cantidades,
esencialmente distintas de las que llevaban los mismos nombres antes que él, y destinadas a
reemplazarlas en una teoria irreductible a la antigua electrostatica? El pasaje de sus memorias nos
muestra claramente que no es asi; que al usar palabras carga eléctrica, funcién potencial, polaridad,
intenta usarlas en el sentido aceptado de todos; que no pretende crear una nueva electrostatica, sino
que, mediante una comparacion, ilustrar la electrostatica tradicional, la teoria de la polarizacion de
los dieléctricos como la concibieron Faraday y Mossotti, en imitacion de la teoria del magnetismo
por Poisson.

En primer lugar, Maxwell al hablar del estado de la electrostatica al momento de escribir no
parece proponer ninguna modificacién a las formulas aceptadas; luego, indica por qué cambio en el
significado de las letras contenidas en las formulas pasaremos del problema del movimiento de un
fluido en un medio resistente al problema eléctrico "ordinario”, un epiteto cuyo uso excluye
cualquier intencion de revolucionar esta rama de Fisica. Sobre los imanes, Maxwell afirma
claramente que las dos teorias en cuestion son, para él, matematicamente equivalentes: "Un iman",
dice, "se concibe como compuesto de partes magnetizadas elementales, cada una de las cuales tiene
un polo norte y una polo sur; la accién de cada uno de estos polos sobre otro polo norte o sur se rige
por leyes matematicamente idénticas a las de la electricidad. En consecuencia, la misma aplicacion
de la idea de lineas de fuerza se puede hacer sobre este tema, y la misma analogia del movimiento
de un fluido se puede emplear para ilustrarlo. " Esta analogia, Maxwell la desarrolla y la aplica a
cuerpos magnéticos considerados como mas conductores que el medio ambiente que los cuerpos
diamagneticos, considerados menos conductores que ese medio, y agrega: “"Es obvio que

“ Para hacer concordar nuestras notaciones con las que empleé Maxwell en la memoria citada, hay que reemplazar
Y por -V; edw por dm; K por 1/K; f,g,h por u,v,w; P, Q, R por X, Y, Z
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obtendremos los mismos resultados matematicos si suponemos que la fuerza magnética tiene el
poder de excitar el polaridad en el cuerpo, polaridad que tiene la misma direccion que las lineas de
fuerza en los cuerpos paramagnéticos y la direccion opuesta en los cuerpos diamagnéticos".

Por lo tanto, es palpable que Maxwell, basandose en una analogia con las ecuaciones de calor,
simplemente simul6 dar una teoria de los dieléctricos, diferente desde el punto de vista de las
hipotesis fisicas, pero idéntica desde el punto de vista de las ecuaciones matematicas, la teoria
dominada por la hipétesis de moléculas polarizadas.

Maxwell no duda en admitir (') que la funcién ¥ es analiticamente idéntica a la funcién
potencial electrostatico:

(40) P = _" %dw

Hasta ahora, en la teoria de Maxwell, sdlo ha habido cuerpos dieléctricos; ;Como se imagina
Maxwell los cuerpos conductores? "Si la conductividad del dieléctrico es perfecta o casi perfecta
para la pequefia cantidad de electricidad que consideramos”, dice, "el dieléctrico se considera
entonces un conductor, su superficie es una superficie de igual potencial y la atraccidn resultante en
las proximidades de la superficie es normal a la superficie."

Hasta ahora, en la teoria de Maxwell, no ha habido méas que cuerpos. Por lo tanto, para Maxwell,
estrictamente hablando, no hay un cuerpo conductor; todos los cuerpos son dieléctricos, que
difieren solo entre si por el valor atribuido a K; para el éter del vacio, K es igual a 1; para los otros
dieléctricos, K es mayor que 1; para algunos, K tiene un valor muy grande; esos son los
conductores.

Por lo tanto, el problema electrostatico surge de la siguiente manera:

La funcion W, que define la ecuacion (40), debe verificar en todo el espacio la ecuacion (38);
una vez que se determina esta funcion ¥, las ecuaciones (37) haran conocer, en cada punto, el
estado de polarizacion del medio.

La ecuacién (40), que es una definicion, implica identidad
AY = 4re,

de modo que la ecuacién (38) puede escribirse también

" J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 176; Maxwell escribié la ecuacién V =— Zdm/r que, con sus
notaciones, es equivalente a la precedente.
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0K 8% OK 8¥Y oK 8%

(41) ———+——+————=0
OX dx oy 8y Oz oz

Esta condicion es todo lo que la primera electrostatica de Maxwell nos proporciona para
determinar la funcién ¥; pero esta claro que es insuficiente para este objeto; primero, en un medio
homogéneo, donde K es independiente de x, y, z, se reduce a una identidad y deja a la funcion ¥
completamente indeterminada en un medio similar; pero hasta en el caso en que, para evitar esta
dificultad, rechazaramos la existencia de cualquier medio homogéneo, o no hubiéramos dado un
paso para la determinacion de W, si una funcion W satisface la ecuacion (41), la funciéon AW, donde
A es una constante, también lo verifica

La primera electrostatica de Maxwell tiene solo la apariencia de una teoria fisica; pero cuando
ella esté cerca de ella, se desvanece.
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CAPITULO Il

La segunda electrostatica de Maxwell

81. La hipdtesis de las celulas eléctricas

La primera electrostatica fue, para Maxwell, solo un esbozo aproximado. Por el contrario, la
segunda electrostatica, que ahora vamos a exponer, constituye una teoria desarrollada, a la que su
autor ha regresado en varias ocasiones mas de cerca que la primera teoria y esta inspirada en los
puntos de vista de Faraday y especialmente de Mossotti sobre la constitucion de los dieléctricos.

Faraday habia considerado un dieléctrico sometido a la influencia eléctrica como un compuesto
por particulas, cuyos dos extremos tienen cargas iguales y opuestas; pero habia evitado toda
hipdtesis definida en cuanto a la naturaleza intrinseca de esa electricidad que poseen las particulas
materiales, y por la cual pueden estar polarizadas o quedar en el estado neutral; le gustaba insistir en
el hecho de que su teoria de la induccion es independiente de cualquier hipdtesis sobre la naturaleza
de la electricidad.

"Mi teorfa de la induccion”, dice él, (") "no transmite ninguna afirmacion sobre la naturaleza de
la electricidad ni las diversas preguntas planteadas por ninguna de las teorias que se han presentado
al respecto”. Un cierto poder o dos ciertos poderes pueden desarrollarse o excitarse en los cuerpos,
¢cual es su origen? Es un problema que mi teoria no pretenden abarcar, pero, al observar este hecho
como dado por la observacion y la experiencia, lo considera solo en si mismo, estudia como se
comporta la fuerza, mientras que se comunica a distancia en el fendmeno particular, pero muy
extendido, que se denomina induccién electrostéatica.

Esta teoria no decide ni el valor absoluto de la fuerza, ni su naturaleza, sino solo su
distribucion."

Mossotti no imitd la circunspeccion con la que Faraday se mantuvo al margen de cualquier
hipdtesis sobre la naturaleza de la electricidad y evitd pronunciar entre la teoria que supone dos
fluidos eléctricos y la que admite un solo fluido. Mossotti fue partidario resuelto de las ideas de
Franklin y las transport6 a la exposicion de la doctrina de Faraday. El admiti6 que la electricidad
estd constituida por un solo fluido, que él llamd el éter; este fluido existe, hasta cierto grado de
densidad, en los cuerpos en el estado neutral; si se condensa en una region, esta region esta
electrificada positivamente y esta electrificada negativamente cuando el éter estd enrarecido. En un
dieléctrico en estado neutro, el éter forma una atmosfera alrededor de cada una de las particulas

v Faraday, "An Answer to D' Rare's Letter on certain theoretical Opinions", (Sillimann's Journal, vol. XXXIX, p.
108 — 120; 1840.— Faraday's Experimental Researches in Electricity, vol. I1, p. 262).
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materiales que no puede abandonar; cuando la molécula se somete a una fuerza inductiva, "la
atmésfera etérea () condensada en un extremo, despliega una fuerza eléctrica positiva y
enrarecida, mientras que en el extremo opuesto, expone una fuerza eléctrica negativa".

Es aceptando este pasaje de Mossotti que, al comienzo de la exposicion de su segunda
electrostatica, Maxwell escribe (") lo siguiente:

"Una fuerza electromotriz que actla sobre un dieléctrico, produce un estado de polarizacion de
sus partes similar, como distribucion, a la polaridad de las particulas de hierro bajo la influencia de
un iman y, como la polarizacién magnética, esa fuerza electromotriz puede ser representada bajo la
forma de un estado en el que cada particula tiene polos dotados de propiedades opuestas”.

"En un dieléctrico sometido a induccion, uno puede concebir, en cada molécula, la electricidad
desplazada de tal manera que una de las caras se electrifica positivamente y la otra negativamente,
de modo que la electricidad permanece en su totalidad. unido a cada molécula y no puede moverse
de una molécula a otra.".

"El efecto de esta accion en el conjunto de toda la masa eléctrica es producir un desplazamiento
de la electricidad en una determinada direcciéon ... La magnitud de este desplazamiento depende de
la naturaleza del cuerpo y la fuerza electromotriz, por lo que si h es el desplazamiento, R la fuerza
electromotriz y E un coeficiente que depende de la naturaleza del dieléctrico,

(42) =-4nE’h ()

... Estas relaciones son independientes de toda teoria sobre el mecanismo interno de los
dieléctricos..."

Este pasaje, donde se afirma tan formalmente el acuerdo de la teoria que va a ser desarrollada,
por un lado; con la teoria de la magnetizacion por influencia dada por Coulomb y Poisson, y, por
otro lado, con las opiniones similares de Mossotti en lo que respecta a la polarizacion de los
dieléctricos, es una informacién de gran importancia sobre las opiniones de Maxwell; que, de
hecho, encontraremos reproducidas casi textualmente en todo lo que Maxwell escribié mas tarde
sobre electricidad e incluso en los primeros capitulos de la segunda edicidn de su Tratado, el dltimo
trabajo que tuvo en sus manos.

En la memoria: " On Physical Lines of Force", que nos proponemos analizar, Maxwell no s6lo
acepta estos resultados "independientemente de cualquier teoria™, sino que busca una disposicion de
cuerpos fluidos y cuerpos sélidos que permita dar una interpretaciébn mecanica de la misma, segun

™ Mossotti, "Recherches théoriques sur I'induction électrostatique envisagée d'aprés les idées de Faraday"”,
(Bibliotheque universelle, Archives, t. VI, p. 195, 1847).

™ J. Clerk Maxwell, "On physical Lines of Force, Part. I11: The Theory of molecular Vortices applied to statical
Electricity”, (Philosophical Magazine, enero y febrero de 1862. — Scientific Papers, vol. I, p. 491).

“ El signo —, para el segundo miembro de la ecuacién (42), viene dado, como veremos mas adelante, por una falla
material.
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sus palabras: "en honor a los fisicos ingleses"”. Por lo que construyd un modelo mecanico de
dieléctricos.

Maxwell admitio que cualquier dieléctrico puede considerarse como un mecanismo formado por
dos sustancias: un fluido incompresible, sin viscosidad, al que él llamd éter, y un solido
perfectamente elastico, al que él llamo electricidad.

La electricidad forma las paredes muy delgadas de las celulas que llenan el éter. Dentro de cada
celula, el éter esta animado de movimientos de vortice que explican las propiedades magnéticas del
medio.

"Cuando las particulas del fluido etéreo son enviadas en una cierta direccion, sus acciones
tangenciales sobre la sustancia elastica que forma las células deforman cada célula y ponen en
accion una fuerza igual y opuesta debido a la elasticidad de las células. Una vez que cesa la primera
fuerza, las celdas retoman, su forma original, y la electricidad toma la posicién que habia
abandonado."

En esta representacion de la polarizacion dieléctrica, el desplazamiento de la sustancia el&stica
Ilamada electricidad jugara exactamente el mismo papel que el desplazamiento del fluido etéreo del
que hablaba Mossotti; él medira, en cada punto, la intensidad de la polarizacion.

Las paredes elasticas de las células estan deformadas por las fuerzas que actian sobre ellas; sean
P, Q, R, las componentes de la fuerza en un punto y f, g, h, las componentes del desplazamiento en
el mismo punto; las componentes f, g, h del desplazamiento dependen de los componentes P, Q, R
de la fuerza. ;De qué dependen?

La respuesta a esta pregunta depende de un problema de elasticidad que seria muy complicado
aun si se diera la forma de las células, y que ni siquiera se puede plasmar en una ecuacion, en tanto
que esta forma permanezca desconocida. A falta de una solucion exacta, Maxwell qued6 satisfecho
con una solucién groseramente aproximada; él estudio la deformaciéon de una sola célula, que
supuso de forma esférica, y que estaba sometida a una fuerza paralela al eje OZ y que tiene
exactamente el mismo valor R. Entonces encontrd que

(42 bis) R=4nE*h

E? es una cantidad que depende de dos coeficientes de elasticidad de la materia que forma las
celulas.

Generalizando este resultado, él admiti6 que, en todas las circunstancias, se tienen las
ecuaciones

(43 bis) P= 4nE’f Q= 4nE%g R=4nE*h
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En realidad, estas formulas no son las que dio Maxwell, sino aquellas que le habrian dado un
resultado correcto. Como resultado de un manifiesto error de signo (), sustituyé estas férmulas por
férmulas incorrectas

(42) = —4nE*h
(43) P=— AnE*f Q=-4nE’y R=— 4nE’h

Las formulas que acabamos de escribir son generales; toman una forma mas particular en el caso
donde el equilibrio eléctrico se establece en el sistema; en este caso, de hecho, las teorias
electrodindmicas desarrolladas por Maxwell en la misma memoria que analizamos (~) muestran
que existe una cierta funcién ¥ (x, y, z), tal que tenemos

@) oo B ¥

_ot __S‘I’
ox

sy e

Ademas, si bien el razonamiento de Maxwell demuestra la existencia de esta funcién, no nos
informa de ninguna manera sobre su naturaleza, aunque Maxwell insinué lo siguiente: "La
interpretacion fisica de W es que esta funcion representa la tension eléctrica en cada punto del
espacio "

8 2. Los principios anteriores en los escritos posteriores de Maxwell

Antes de seguir profundizando en las consecuencias de estos principios y analizarlos,
indicaremos en qué forma se encuentran en los escritos publicados por Maxwell después de su
memoria: On physical Lines of Force.

En 1864, Maxwell publicé una nueva memoria ('), muy extensa, sobre las acciones
electromagnéticas. El mismo defini6 el espiritu que guié la composicion de este trabajo, de la
siguiente manera:

"En una ocasion anterior, he intentado”, dijo(”), "describir un tipo particular de movimiento y
un tipo particular de deformacién, combinados para dar cuenta de los fendmenos." En esta
memoria, he evitado cualquier hipGtesis de esta naturaleza. En relacion con los fenémenos
conocidos de la induccion electrodindmica y la polarizacién dieléctrica, cuando uso términos como
momento eléctrico y elasticidad eléctrica, no lo he hecho con otro propdésito que no sea dirigir la

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol.. I, p. 495. De las ecuaciones (100) R = — 2mma(e + 2f), (103)
e+2f
€

h=ae/2rn,  Maxwell obtiene la ecuacion (104) R = Am*m h. Ademas, todo esta Memoria de Maxwell

esta literalmente plagada de errores de signo.

™ J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 482.

"3, Clerk Maxwell, "A dynamical Theory of the Electromagnetic Field", leida en la Royal Society of London el 8
de diciembre de 1864 (Philosophical Transactions, vol. CLV. — Scientific Papers, vol. I, p. 526).

3. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 563.

82



Les théories électriques de J. Clerk Maxwell

mente del lector hacia fendmenos mecanicos que lo ayudardn a comprender los fendmenos
eléctricos correspondientes. En esta memoria, las formas similares de hablar deben verse como
ilustraciones y no como explicaciones."

Sin hacer ninguna hipotesis sobre la naturaleza de los fendmenos eléctricos, dar forma a las
leyes que los gobiernan, que son analogas en todos los aspectos a las que afectan las ecuaciones de
la Dindmica, esto serd precisamente el objeto del Tratado de Electricidad y Magnetismo, del cual la
memoria A dynamical Theory of the Electromagnetic Field, es el borrador.

Maxwell no se muestra menos que en sus memorias anteriores: On physical Lines of Force,
respetuoso de las hipétesis tradicionales sobre la polarizacion de los dieléctricos, escribié (¥),
citando a Faraday y Mossotti: "Cuando una fuerza electromotriz actda sobre un dieléctrico, produce
un estado de polarizacion que se distribuye como la polaridad de las diversas partes de una masa de
hierro sujeto a la influencia de un imén, asi como a la polarizacién magnética, esta polaridad puede
representarse como un estado en el que los polos opuestos de cada particula estan en condiciones
opuestas."

"Cuando un dieléctrico esta sujeto a la accion de una fuerza electromotriz, se debe admitir que la
electricidad se desplaza en cada molécula de modo que un extremo de esta molécula se electrifica
positivamente y el otro negativamente; pero la electricidad permanece totalmente retenida por la
molécula, por lo que no puede pasar de esta molécula a una molécula vecina. El efecto que esta
accioén produce sobre la masa total del dieléctrico es un desplazamiento general de la electricidad en
una direccion... En el interior del dieléctrico, no se detectan signos de electrificacion, porque la
electrificacion de la superficie de cada molécula se neutraliza por la electrificacion opuesta que esta
en la superficie de las moléculas contiguas, pero en la superficie que limita el dieléctrico, la
electrificacion ya no se neutraliza y observamos fendmenos que indican una electrificacion positiva
0 negativa."

"La relacién entre la fuerza electromotriz y la magnitud del desplazamiento eléctrico que
produce depende de la naturaleza del dieléctrico, y en general, la misma fuerza electromotriz
produce un mayor desplazamiento eléctrico en un dieléctrico sélido, como el vidrio y el azufre, que
enel aire.”

Si denotamos con K la relacion entre la fuerza electromotriz y el desplazamiento, tendremos
(45) P=Kf, Q=Kg, R=Kh

Ademas, en el caso donde el equilibrio esta establecido en el sistema, los componentes P, Q, R
de la fuerza electromotriz estan dados por las férmulas

3 4 3 4 3
44 P=——, =——), R=——
(44) X Q Sy 8z

#3. Clerk Maxwell, Ibid., vol. I, p. 131.
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donde W es una funcion de x, y, z en forma analitica pero, sobre la cual los razonamientos
electrodindmicos de Maxwell no nos ensefian nada acerca de su naturaleza: "¥," dice Maxwell (),
"es una funcion de x, y, z y t que sigue sin estar claro en cuanto a la solucion de las ecuaciones de
electrodindmica, ya que los términos que dependen de ellos desaparecen cuando se integran a lo
largo de un circuito cerrado. Sin embargo, la cantidad W puede determinarse en cada caso
particular, cuando se conocen las condiciones actuales del sistema . La interpretacion fisica de ¥ es
que representa el potencial eléctrico en cada punto del espacio."

Este pasaje dificilmente difiere del que Maxwell escribe, acerca de la cantidad ¥, en sus
memorias: En On Physical lines of Force, s6lo por la sustitucion de los términos potencial eléctrico
por las palabras tension eléctrica. Pero, a pesar de la mayor precisién del nuevo término, nada en el
razonamiento de Maxwell justifica la identificacion analitica de la funcién W y la funcion potencial
electrostatico de Green; tampoco hay una linea de texto o una ecuacion que marque la admision de
Maxwell de esta asimilacion, que seria incompatible con muchos de los resultados que el alcanzo.

Las ecuaciones que acabamos de escribir concuerdan, por supuesto, con las que hemos tomado
prestadas de las memorias: On Physical lines of Force; difieren solo por la sustitucion del
coeficiente K por el producto 4nE%; ademas, el error de signo que afectd a las ecuaciones (42) y (43)
se corrige en las ecuaciones (45).

83. La ecuacion de la electricidad libre

Mediante la letra e, Maxwell representa, en su memoria: A dynamical Theory of the
Electromagnetic Field (), la cantidad de electricidad positiva libre contenida en la unidad de
volumen de cualquier porcion del campo, debido al hecho de que la electrificacion de las diferentes
partes del campo no se neutralizan exactamente con la electrificacion de las partes vecinas *.

Acerca del pasaje sobre la polarizacion dieléctrica que tenemos, en el § anterior, tomado de la
misma memoria, esta definicion no deja dudas sobre el significado que Maxwell atribuye a la letra
e; es la densidad sélida de la distribucion eléctrica ficticia que es equivalente a la polarizacién
dieléctrica; Esto es lo mismo que en el Capitulo I, hemos designado por la letra e.

Por otro lado como, para Maxwell, el desplazamiento (f, g, h) es ciertamente, el equivalente
exacto de la intensidad de polarizacion, entre los componentes del desplazamiento y la cantidad e,
él no duda en escribir (*) la relacion que Poisson habfa establecido entre los componentes de la
magnetizacion y la densidad magnética ficticia, y que Mossotti habia extendido a los dieléctricos:

(46) APRLLI DL

—=0
ox oy oz

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 558.
“Ibid., vol. I, p. 161.
#J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 561, ecuacion (G).
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Una ecuacion completa que fija la densidad superficial de la electricidad libre en la superficie
de separacion de dos dieléctricos 1 y 2. En las dos memorias que estamos analizando en este
momento, Maxwell nunca habla de superficies de discontinuidad; y tampoco escribe esta ecuacion;
pero la forma esta forzada, desde el momento en que uno acepta, por una parte, la ecuacion anterior
y, por otra parte, la equivalencia entre una superficie de discontinuidad y una capa muy delgada de
paso; por lo tanto, podemos agregar a la ecuacion anterior la relacion

(47) E + f; cos (N1,X) + g1 cos (N1,y) + hy cos (N1,z) + f, cos (N2,X) + g2 cos (N2,y) h, cos (N2,z2) =0

Por medio de las ecuaciones (45), la igualdad (47) se convierte en

(48) E+ Ki [P1 cos (N1,x) + Q1 cos (Ny,y) + Ry cos (N1,2)] +

1

+ Ki [P2 cos (N2,x) + Q2 cos (Na,y) + Rz cos (Np,2)] = 0

2

mientras que la ecuacion (46) se convierte en

(49) o 0P 8Q SR
XK 8y K 8zK

y, en el caso en el que el medio es homogéneo

(50) e+i £+@+ﬁ =0
K{ox oy oz

Esta ecuacion, Maxwell no la escribi6 en su memoria: A dynamical Theory of the
electromagnetic Field, pero se sigue inmediatamente de las ecuaciones (45) y (46) que él publico.

En la memoria On physical Lines of Force, la obtiene por consideraciones, apenas diferentes de
las anteriores, que debemos relatar.

El parte () del principio de que "la variacién del desplazamiento es comparable a una
corriente”, de modo que of/6x, &9/dy, oh/dz, son los componentes de un flujo, el flujo de
desplazamiento (¥), que debe agregarse respectivamente a los componentes del flujo de conduccion,
para formar los componentes p, q, r, del flujo total. ""Si e denota la cantidad de electricidad libre por
unidad de volumen, la ecuacion de continuidad da

E_Fﬂ_'_ﬁ_'_ﬁzo
ox o8y oz ot

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 496.
* Corresponderia llamar "Corriente de desplazamiento, ya que no es un flujo (N. del T.)
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Pero, por consideraciones que encontraremos cuando estudiemos la electrodinamica de
Maxwell, él asigna a los componentes del flujo de conduccion la forma

_1(dv_38B _L(S_a_s_vj _1(3B_ &
an\dy &z)  4n\ 8z &x)’ A 8x &y

donde a, B, y, son tres funciones de x, y, z, resulta de la cual la ecuacion anterior permanece exacta
si las sustituimos por p, g, r, los Unicos componentes del flujo de desplazamiento, y que puede
escribirse

6( 6f o8g oh oe
—|—+—+—|+—=0
ot{ dx dy oz ot

0 bien, en virtud de las igualdades (43 bis)

0

(51) 8[8 P & Q 3 R} e

—| = +— +— +—=
St| 8x 4nE? &y 4nE? &z 4mE?| &t

y, en caso de un medio homogéneo

(52) L 8(&3+§+8—R]+ 8e_0

AME® 8t\ 6x oy oz ) ot

Hasta este punto de razonamiento, uno podria dudar si Maxwell simplemente designo por e a la
densidad de la distribucion eléctrica ficticia equivalente a la polarizacion dieléctrica, o si incluyd
alguna electrificacion real comunicada al medio; una frase resuelve la pregunta: "Cuando no hay
fuerzas electromotrices”, dice (*), tenemos

e=0

Por lo tanto, resulta claro que e tiene el mismo significado que en la memoria: A dynamical
Theory of the Electromagnetic Field; ademas, las ecuaciones (51) y (52), permiten derivar las
ecuaciones

8P+8Q+8R

53 — — — +e=0

3) dx 4nE? 8y 4mE® &z 4mE?

(54) L 5 ﬁ+@+ﬁ +e=0
AnE“\ &x Oy oz

similares, a la notacion, a las ecuaciones (49) y (50).

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 497.
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Permitanos sefialar que en vez de escribir la ecuacién (54), debido al error de signo que afecta las
igualdades (43), Maxwell escribi6 ()

(54 bis) 1 (3P 3Q 8R)_,
AgE“(Ox 8y Oz

84 La segunda electrostatica de Maxwell es ilusoria

Las diferentes ecuaciones que acabamos de escribir son generales; en el caso donde el equilibrio
se establece en el sistema, P, Q, R se relacionan con la funcién W por las ecuaciones (44), que dan

(o L 8% o 18¥ 1%
ARE® &x 4nE? 8y ATE® 82
(55) X 0
1 8% 1 8% 1 8%
f=o—""= g=——on he— = 2%
K 8x K oy K oz

\

Mediante las ecuaciones (44), las ecuaciones (53) y (49) dan

) 1 &¥ ) 1 oY o 1 &Y%
— s |t — — |+ — -— |-e=0
ox \ 4nE“ 8x oy 4nE“ oy 6z\ 4nE“- 6z

8[18‘1’) 5(18¥Y 5(15?)
—N =+ ||+ >—|-¢e=0
OXx\ K ox dy \ K dy 0z K &z

Las ecuaciones (54) Y (50) dan

(56)

12A‘P—e=0, iA‘I’—ezo,
4dnE K

(57)

y la ecuacion (48) da

1 8% 1 8% _

4nE? 8N,  4mEZ SN,
1

1Y 18 g
K, 8N, K, 8N,

E=0
(58)

Si se conociera la funcion W, las relaciones (55) determinarian las componentes del
desplazamiento en cada punto del medio dieléctrico. Pero, ;como se determinara la funciéon ¥? Por

" Ibid., Vol. 1, p. 497, ecuacién (115).
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si mismas, las igualdades (56), (57) y (58) no nos dicen nada mas sobre esta funcién que las
igualdades (55) de las que ellas derivan. Seria diferente si alguna teoria, — independiente de la que
nos proporciona las ecuaciones (55) — , nos permitiera expresar e y expresar E por medio de las
derivadas parciales de W, por relaciones irreductibles a las relaciones (56), (57) y (58). Luego, al
eliminar e y E entre las relaciones (56), (57), (58) y mediante estas nuevas relaciones, se obtendrian
condiciones bajo las cuales estarian sujetas las derivadas parciales de la funcion W, ya sea en cada
punto del medio dieléctrico, o en la superficie de separacion de dos dieléctricos diferentes.

Es mediante este método que se desarrollan, la teoria de la magnetizacion por influencia dada
por Poisson v, la teoria de la polarizacion de los dieléctricos concebida por Mossotti, a imitacion de

la anterior.

Una vez que, mediante esta Ultima teoria, pongamos las ecuaciones de la polarizacion en la
forma [Capitulo I, ecuaciones (19)]

A=—8F6%(\/ +\7),

B=—8F%(\/ +V),
C=—sF%(\/ +V)

desde cada punto de un medio continuo se obtendria la relacion [Capitulo I, ecuacion (20)]

9 en[Fafrev)|redF S av)|rel]F L av)]-e-0

yA

similar a nuestras ecuaciones (56), y en la superficie de separacion de dos medios dieléctricos, la
relacion [Capitulo I, ecuacion (21)]

eFlS%(V +V) +sF2%(\/ +V) —E=0

1

analoga a nuestras relaciones (58). Pero eso no detiene la solucién. La funcién (V + V ) que aparece
en estas formulas no es simplemente una funcion continua y uniforme de x, y, z, es una funcién
cuya expresion analitica se da de una manera muy precisa cuando se conoce la distribucion
eléctrica, real o ficticia; y de esta expresion analitica surgen, en virtud de los teoremas de Poisson,
dos relaciones independientes de las precedentes; una [Capitulo I, igualdad (15)], verificada en
cualquier punto de un dieléctrico continuo, polarizado pero no electrificado

(61) AWV +V) =—4ne;

88



Les théories électriques de J. Clerk Maxwell

la otra expresion analitica [Capitulo I, ecuacion (16)], verificada en la superficie de separacion de
dos de tales dieléctricos,

(62) 8z—l(\/ +\7)+%(\/ +V)=— anE

Si luego comparamos, por un lado, las ecuaciones (59), (61), por otro lado, las ecuaciones (60) y

(62), encontramos que las derivadas parciales de la funcién (V + V) deben verificar, en cualquier
punto de un dieléctrico continuo, la relacién.

i[(1+ 4neF)si(v +\7)} +si{(1+ 4neF):—y(\/ +\7):|+§|:(1+4neF)§(\/ +\7)} =0

oX X y z

Son precisamente estas ecuaciones diferenciales parciales las que serviran para determinar la
funcion (V + V ) y, en consecuencia, el estado de polarizacion de los dieléctricos.

Las mismas circunstancias se encuentran en otros lugares y en todos los problemas analogos que
proporciona la fisica matematica. Tomemaos, por ejemplo, el problema de la conductividad del calor
en un medio isotropo. Las hipotesis de Fourier derivan, al denotar, mediante jy J, las intensidades
solida o superficial de las fuentes de calor en la ecuacion [Capitulo I, ecuacion (34)]

ox\ ox ) dy\ oy ) oz\ &z

verificado en todos los puntos de un medio continuo, mediante la ecuaciéon [Capitulo I,
Ecuacién (35)]

o1 +k28—T+J=0

k. ——
"8N, 3N,

verificada en la superficie de separacion de dos medios,

Pero el problema de determinar la distribucion de calor en el sistema no se resuelve hasta que
nuevas hipotesis hayan conectado las intensidades j y J con la temperatura T. Para seguir
avanzando, necesitaremos, por ejemplo, suponer que el entorno no contiene otra fuente de calor
que la resultante de su propia capacidad calorifica, lo que equivale a escribir

: 6T
J==py - J=0
ot
p es la densidad del cuerpo y y su calor especifico. Para la funcion T, las ecuaciones precedentes se
convertiran en ecuaciones diferenciales parciales
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ox\ ox /) oy\ oy ) oz\ oz ot

k18—T+ k28—T=0
3N, SN,

que se usaran para determinar la distribucién de temperatura en el sistema.

Nada analogo se da en la electrostatica de Maxwell. De la funcién ¥, que aparece en las
ecuaciones (56), (57), (58), no sabe nada fuera de estas ecuaciones, excepto que es uniforme y
continua; no tiene derecho a escribir ninguna igualdad sobre el tema de esta funcion que no sea una
consecuencia de las ya dadas, y, de hecho, no escribe ninguna que no afirme derivar de ellas. alli;
por lo tanto, no tiene medios para eliminar e, E y obtener una ecuacion que se puede usar para
determinar esta funcion .

Por lo tanto, debe reconocerse que la segunda electrostatica de Maxwell ni siquiera da como
resultado poner en ecuaciones el problema de la polarizacion de un medio dieléctrico dado.

85. Determinacion de la energia electrostatica

Sin embargo, Maxwell intenta sacar algunas conclusiones de este problema planteado de manera
incompleta; debe admitirse, que en este ensayo de constitucion de una electrostatica, es donde su
imaginacion, despreocupada en su totalidad de toda Idgica, se da la carrera mas libre.

El primer problema tratado es la formacion de la energia electrostatica o del potencial de las
acciones ejercidas en un dieléctrico polarizado.

En su memoria: On physical Lines of Force, Maxwell admite pura y simplemente (') que esta
energia tiene valor

(63) u =—%I(Pf +Qg+ Rh)do
Luego, al invocar las formulas (43) y (44), encuentra que U puede ponerse en la forma
2 2 2
(64) U= ij- 1 5 8_\11 + 8_\11 + S_T d(x)
2J 4nE OX oy 0z

Las formulas (43) se ven afectadas por un error de signo; si usamos las férmulas correctas (43
bis), encontrariamos

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I. p. 497.
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(64 bi9 o=-1 12[(8_‘1') () +(8_‘P]]dm
2J 4nE X oy 0z

La formula (64) se puede transformar mediante integracion por partes; como Maxwell rechaza la
existencia de superficies de discontinuidad ("), se puede poner en la forma

(65) Uz_l-"\pi 1 8¥) & 1 8¥) &( 1 8¥)l,
2 dx\ 4nE? 8x ) O8y\4nE? 8y ) &z\4nE’ &z

A partir de ahi, utilizando igualdades (44) e igualdad (54bis), afectadas por un error de signo
similar al que afecta a las ecuaciones (43),Maxwell obtiene la ecuacion

U= Ej-‘I’edoo
2

También se lograria si, para la igualdad correcta (64bis), se aplicara la relacion correcta (53).

Maxwell logra asi una expresion de energia electrostatica similar en forma a la expresion (39)
gue admitid en su primera teoria. Pero, en el camino, se ha encontrado con la igualdad (64) que, una
vez corregida el error de un signo esencial que afecta las ecuaciones de la memoria: On physical
Lines of Force, toma la forma (64bis).

Esta igualdad (64bis) conduce a un resultado preocupante.

La energia electrostatica del sistema, cero en un sistema despolarizado, seria negativa en un
sistema polarizado; disminuiria debido a la polarizacién; un conjunto de dieléctricos en el estado
neutral estaria en un estado inestable; de inmediato, este estado perturbado, iria polarizandose con
una intensidad cada vez mayor.

Cuando Maxwell compuso su Memoria: A dynamical Theory of the electromagnetic Field,
retomo las ecuaciones dadas en la Memoria anterior, pero después de haberles quitado los errores
de signo que las habia alterado. A partir de ese momento, la consecuencia que acabamos de sefialar
puede haberle aparecido. (Es esta la razon por la que cambidé la expresion de la energia
electrostatica en este nuevo trabajo? Aun asi, en lugar de mantener la igualdad (63) para la
definicion de esta cantidad, ahora define esta cantidad por la igualdad (")

1
(67) U =§I(Pf+Qg+ Rh)de

" En este pasaje, Maxwell siempre razona como si E? tuviera el mismo valor en todo el espacio; pero uno puede
facilmente liberar del razonamiento esta suposicion.
™ J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 563.
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En verdad, esta igualdad no se da aqui como una definicion o un postulado, sino que se sigue de
un razonamiento que reproduciremos:

* La energia se puede crear en el campo magnético de varias maneras, incluida la accion de una
fuerza electromotriz que produce un desplazamiento eléctrico. El trabajo producido por una fuerza
electromotriz variable P que produce un desplazamiento variable f, se obtiene formando el valor de

la integral
I Pdf

desde

P=0
hasta el valor dado de P.
Como tenemos

P = Kf

esta cantidad se convierte en
Idef BENGEIEY:
2 2

Por lo tanto, la energia intrinseca que existe en cualquier parte del campo, en forma de
desplazamiento eléctrico, tiene el valor:

%I(Pf +Qg + Rh) do."

Nos parece que este razonamiento deberia mas bien justificar la conclusion opuesta y obligar a
Maxwell a preservar la expresion de la energia eléctrica, dada por la igualdad (63), que habia
adoptado por primera vez.

Parece bastante claro que, en el razonamiento anterior, P, Q, R deben considerarse como los
componentes de una fuerza electromotriz interior al sistema, y no como los componentes de una
fuerza electromotriz externa generada en el sistema por cuerpos que le son extrafios.

De hecho, podemos notar, en primer lugar, que Maxwell nunca descompone todos los cuerpos
que estudia en dos grupos, uno de los cuales se considera arbitrariamente dado, mientras que el otro,
sujeto a la accion del primero, sufre modificaciones que el fisico analiza. Parece mas bien que sus
calculos se aplican a todo el universo, asimilados a un sistema aislado, de modo que todas las
acciones que él considera son acciones internas.
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En segundo lugar, si, en el razonamiento anterior, P, Q, R designan los componentes de una
fuerza electromotriz externa, Maxwell deberia haberles agregado las componentes de la fuerza
electromotriz interna que surge del mismo hecho de la polarizacion del medio dieléctrico; la
omision de esta ultima fuerza haria que su célculo fallara.

Por lo tanto, debemos pensar que el trabajo evaluado por Maxwell es para él un trabajo interno;
pero entonces este trabajo es equivalente a una disminucién y no a un aumento de la energia interna,
por lo que la conclusion de Maxwell debe invertirse.

Maxwell lo conserva, sin embargo, y en un campo donde se establece el equilibrio, se tendra, en
consecuencia,

él escribe () la ecuacion (67) en la forma

Uz_lj- 6_‘Pf+8_ng+8_\Ph dCO
24\ X oy 6z

que una integracién por partes transforma en

U=£I‘I’ §+8_g+@ do
2 ox oy oz

0 bien, en virtud de la ecuacion (46)

(68) U] =—%I‘Pe do

86. De las fuerzas que se ejercen entre dos pequefios cuerpos electrizados.

A partir de la expresion de la energia electrostatica, Maxwell buscard deducir las leyes de las
fuerzas ponderomotrices que se ejercen en un sistema electrificado.

Veamos primero esta solucién en la Memoria On physical Lines of Force ().

El punto de partida es la expresion de la energia electrostatica dada por la férmula (66).

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 568.
"J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, pp. 497 y 498.
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Maxwell, que en la memoria en cuestion nunca considera una superficie de discontinuidad, no
ha incluido ninguna electrificacion superficial; sin embargo, para evitar ciertas objeciones que
podrian hacerse a las siguientes consideraciones, sera bueno tener en cuenta dicha electrificacion y
poner la energia electrostatica en forma de

(69) U= %I‘Pe dm+%j‘PE dS

la segunda integral se extiende a las superficies electrificadas

Imaginemos que todo el espacio se llena con un dieléctrico homogéneo; E? tendra en todos los
puntos el mismo valor (7).

La densidad eléctrica solida estara dada por la igualdad

1
4AnE?

(57) A —e =0

que Maxwell deberia escribir, debido al error de signo que afecta las ecuaciones (43),

1

2 E2A‘I’+e=0
TC

(57 bis)

Por otra parte, en un punto de una superficie de discontinuidad donde lo normal tiene las dos
direcciones N;, Ne, la densidad superficial tendrd, de acuerdo con la primera ecuacion (58), el valor
dado por la ecuacién

(70) L [9% 9% £
4nE? | 8N, 8N,

que Maxwell debi¢ escribir

(70bis) L 5 oF + oF +E=0
4nE“ | 8N; oSN,

Se supone que una superficie de discontinuidad S; separa del conjunto del medio dieléctrico una
porcion 1 que se considerara capaz de moverse en este medio, a la manera de un sélido en un fluido.
Se supondra que la funcion W, que sera designada por W1, serd arménica en todo el espacio, excepto
en la region 1; en esta region, existira una densidad sélida e;; la superficie S; puede soportar
adicionalmente la densidad superficial E;. La energia electrostatica del sistema seré

“ El lector evitara facilmente cualquier confusion entre el coeficiente E? y la densidad superficial E.
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u, =%_"\Plel dco1+%j‘I’lE1 ds,

Si el cuerpo 1 se desplaza al producirse su polarizacion, U; permanecera invariable.

Para una superficie S,, se aisla de la misma manera otra parte 2 del dieléctrico. Sea ¥, una
funcion arménica fuera de la region 2; ella corresponde a una densidad sélida e, en cualquier punto
de la regién 2 y a una densidad solida E, en cualquier punto de la superficie S; si esta
electrificacion existiera sola en el medio, la energia electrostatica seria

U, =%I‘I’2e2 da, +%J“I’2E2 ds,

Ahora imaginemos que estos dos cuerpos electrificados existen simultdneamente en el medio
dieléctrico, y que la funcion W tiene el valor (¥, + W,); la electrificacion de cada uno de los dos
cuerpos sera la misma que si existiera solo; en cuanto a la energia electrostatica del sistema, sera
notoriamente, de acuerdo con la igualdad (69).

U =%J‘(\P1 +\P2)el do, +%I("P1 +lP2) E, dS, +%I(‘P1 +‘I’2)62 do, +%J-(\P1 +\P2) E, dS,

0 bien
1 1 1 1
(71) U= Ul +U2 :EI\PZ €, d(Dl +§j- \PZ El dSl +§I Tlez d(Oz +EJ‘ \PlEZ dSZ
Pero el teorema de Green da sin dificultad la igualdad
I‘P AY, do, + I‘P o%, SlP ds, —I Y,AY do, + J- Y, o, S\P ds,
L\ ESN2e SN, ESNle

Ya sea usando las ecuaciones (57) y (70), o usando las ecuaciones (57bis) y (70bis), esta
igualdad se puede escribir

I‘I’l e, do, +j- Y, E, dS, =I Y,e, do, +j- Y,E, dS,;
y transforma la igualdad (71) en

(72) U=U1+U2+-‘-‘I’2 e, dwl+j- Y, E, dS,;
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Dejando inmovil el cuerpo 2, y desplazando el cuerpo I; Uy, y U, permanecen invariables y U
experimenta un aumento

(73) U =8-|“I’2 e, do, +5I ¥, E, dS,

Maxwell comenta que dU representa el trabajo que tendria que hacerse para mover el cuerpo 1
0, en otras palabras, el trabajo resistente generado por las acciones del cuerpo 2 sobre el cuerpo 1;
el trabajo realizado por estas acciones es, por lo tanto,

~8U =—5qu2 e, dcol—Sj ¥, E, dS,

Supongamos que el cuerpo 1 es un cuerpo muy pequefio y que 8x, 8y, 6z son los componentes
del desplazamiento de este cuerpo; si designamos por

q, =I e, dcol+j E, dS;

a su carga eléctrica total, tendremos

Y. SV ¥
-dU =- Zdx, + —2dy, + —2dz
ql( 8)(1 1 ayl yl 821 l]

El cuerpo 2 ejerce sobre el pequefio cuerpo 1 una fuerza cuyos componentes son

-

o¥.

X, == Z = P,,

21 a, 8Xl Q.
o¥.

(75) 9 Y21 =—-Qq, 8y12 = q1Q2 )
ov.

\221 == qlan: Cth-

En virtud de las ecuaciones (57bis) y (70bis) podemos escribir

E? E’E E
‘I’2=I re2 dm2+J- - 2 dSZ=E2“‘eTZdco2+E2“‘TZdS2

Si el cuerpo 2 es muy pequefio y designamos por
(74bis) ad, =I e,dw, +I E,dS

a su carga eléctrica total, en el punto Xy, Y1, 1, tendremos
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(76) v, =%

Las igualdades (75) se pueden transformar en

-

X — E2 qqu E

- r? &x,

or

77 Y., = EZ%_
(717) 1Tz 2 8y,
Z — EZ qqu ﬂ

Y r? 8z,

Lo que nos muestra que el cuerpo 2 ejerce sobre el cuerpo 1 una fuerza de repulsion.

9.9
F=E2%

Pero este resultado se obtiene mediante las igualdades (57bis) y (70bis), que se ven afectadas
por un error de signo (); si hacemos uso de las igualdades (57) y (70), donde se corrige este error
de signo, encontrariamos que la igualdad (76) deberia ser reemplazada por la igualdad

y, =gz
? r

y el cuerpo 2 ejercera sobre el cuerpo 1 una fuerza atractiva

q.9
A=E2 iZZ

Esta consecuencia, que sin duda habria sorprendido a Maxwell, no se encontrara en la memoria:
A dynamical Theory of the electromagnetic Field, gracias al cambio de signo que ha sufrido la
expresion de la energia electrostatica.

En esta memoria ("), Maxwell trata muy brevemente las acciones mutuas de los cuerpos
electrificados al remitir al lector, que desea seguir los detalles del razonamiento, a la teoria de las
fuerzas magnéticas que acaba de dar.

Este razonamiento, ademas, se lleva a cabo exactamente de acuerdo con el curso que acabamos
de describir; s6lo que, en lugar de tomar como punto de partida la expresion (66) de la energia
electrostatica, toma como punto de partida la expresion (68) de esta energia 0, mejor, la expresion

“ De hecho, Maxwell no escribe la ecuacién (57bis), sino la ecuacion (57) [Loc. cit., igualdad (123)]; pero luego, él
admite la expresién (76) de ¥, como si hubiera escrito la ecuacidn (57bis).
"J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol I, pp. 566 a 568.
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(79) U=—%I‘Pedm—%j‘PEdS

De este cambio de signo de la energia electrostatica, resulta el reemplazo de las igualdades (75)
por las igualdades

o

X21 = qlS_X12= - Q1P21
o¥.

(80) 1Yn = qlglz =-0,Q;,
o

LZZl = qlsle= - quz-

De acuerdo con estas ecuaciones, el campo ponderomotriz creado por el cuerpo 2 en el punto (X,
y, Z) tendria para los componentes — P,, — Q,, — Rz, mientras que el campo electromotriz creado por
el mismo cuerpo, en el mismo punto, tendria para componentes P, Q,, Ry; estos dos campos serian
iguales, pero de significados opuestos, Maxwell, que escribié () las igualdades (80), no se detiene
en esta conclusion paraddjica. Reemplazando (") W, por la expresion

_Ka

¥ =
2 A r

analoga a la ecuacion (76), él encuentra las ecuaciones

_ K g8, 8r
2 Ag r? oX,

(82) v, =4£q1‘32 o
T r° oy,

_ K ag, ér

| 4w or? 8y,

K g,q
83 F = 142
(83) Ar r?

anélogas a las igualdades (77) y (78).

“Loc. cit., p. 568, igualdades (D).

™ En realidad, Maxwell escribi6 ¥, =4£% [loc. cit. igualdad (43)] pero este error de signo se compensa con un
T

error de signo en igualdad (44).
Maxwell escribid: If the electrification of the field arises from the presence of a small electrified body containing e;

of free electricity, the only solution of ¥, is ¥, =Eeﬁ (43) where r is the distance from the electrified body.

k
The repulsion between two electrified bodies ey, e,, is therefore &'t =;% (44). (N. del T.)

4
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Maxwell llega asi a una ley analoga a la ley de Coulomb, pero con la condicion de hacer la
hipdtesis bastante extrafia y singularmente peculiar de que los cuerpos electrizados tienen el mismo
poder dieléctrico que el medio que los separa.

Ademas, esta conclusion se obtiene, en las memorias: On physical Lines of Force, solo a favor
de un error de signo material y, en la memoria: A dynamical Theory of the electromagnetic Field, se
deduce de una expresion de la energia electrostatica de la cual, visiblemente, el signo es erréneo.

87. De la capacitancia de un condensador.

Otro problema de electrostatica que preocupd a Maxwell en las dos memorias que analizamos
en este capitulo, fue el célculo de la capacitancia de un condensador.

Sigamos, en primer lugar, la solucién de este problema () dada en la memoria: On physical
Lines of Force.

Imaginemos una placa dieléctrica plana, de espesor 6, colocada entre dos placas conductoras 1y
2; Maxwell admite que la funcién W toma, dentro de la placa conductora 1, el valor invariable ¥4,
dentro de la placa conductora 2 el valor invariable W;; sobreentendiendo que, en el dieléctrico, W es
una funcion lineal de la distancia a una de las armaduras.

Para calcular la distribucion eléctrica en un sistema de este tipo, Maxwell utiliza, para los
conductores y los dieléctricos, la ecuacion (54bis); para hacer su razonamiento riguroso, seria
necesario agregar la ecuacion analoga relacionada con la electrificacion superficial de las
superficies de discontinuidad. Deduce que la electrificacion estd localizada en las superficies de
separacion de las armaduras y el dieléctrico; en la superficie de separaciéon de la armadura 1y el
dieléctrico, la densidad superficial

) 4
4nE? 8N,

(84) E=

N; es la normal hacia el interior del dieléctrico.
Por otra parte

Y ¥,
SN. @

Entonces, si S es el area de la superficie de cada armadura en contacto con el dieléctrico, la
armadura 1 llevara una carga

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 500.
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(85) Q=ES=—, 1" 22

La armadura 2 llevaré una carga igual y de sentido contrario. Maxwell definio la capacitancia de
un condensador mediante la formula

(86) C= Q
Y, -,
La igualdad (85) daré entonces
1 S
87 = —
®7) ATE® 0

Esto permitira ver a ﬁ como el poder inductor especifico del dieléctrico.
T

Pero este resultado se obtuvo solo haciendo uso de la igualdad (84), contaminada por el mismo
error de signo que la igualdad (54bis); si hiciéramos uso de la igualdad correcta

1 &Y

84bis = =
(84bis) 4nE? 8N,

a lo que conduciria la primera igualdad (48), encontrariamos para la capacidad del condensador el
valor negativo

1 S

87bis C=- —
( ) ARE?® 0

El error de signo que afecta a las igualdades (43) vy, por lo tanto, a tantas igualdades de la
memoria: On physical Lines of Force, desaparecié en la memoria: A dynamical Theory of
electromagnetic Field; la teoria del condensador contenido en esta memoria (*) ¢daré lugar a este
resultado paradéjico de que un condensador tenga una capacidad negativa? En lugar de ser llevado
a este extremo, Maxwell cometerd aqui un nuevo error de signo, el mismo que en la memoria: On
physical Lines of Force, y él escribi6 ()

o¥

— =Kf
OX

mientras que en algunas paginas anteriores, escribié (")

" Loc. cit., p. 572, igualdad (48).
“ Loc. cit., p. 560, igualdades (E).
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P = Kf
y también ()
p__%%
OX

" Loc. cit., p. 568.

101



CAPITULO IV
La tercera electrostatica de Maxwell
§1. Diferencia esencial entre la segunda y la tercera electrostatica de Maxwell

Las fallas de los signos que acabamos de sefialar slo pueden ocultar la inevitable contradiccion
a la que choca la teoria del capacitor dada en la segunda electrostatica de Maxwell.

En esta electrostatica, debemos tomar en cuenta la densidad eléctrica e; esta densidad proviene
del hecho de que la electrificacién de algunos corpusculos polarizados, de los cuales Maxwell
admite su existencia, — al igual que Faraday y Mossotti,— no estan exactamente neutralizados por
la electrificacion de los corpusculos vecinos; esta densidad es el analogo de la densidad ficticia que
Poisson nos ha ensefiado a sustituir en la magnetizacion de una pieza de hierro. En ningln caso hay
una cuestion de una densidad eléctrica que no sea esa; en ningun caso Maxwell tiene en cuenta una
electrizacion que no es reducible a la polarizacion de los dieléctricos y una electrificacion adecuada
de los cuerpos conductores. ;Qué es mas claro, por ejemplo, que el siguiente pasaje (), que leemos
en la memoria: A dynamical Theory of the electromagnetic Field?

"Cantidad de electricidad"

"Sea que e representa la cantidad de electricidad positiva libre contenida en la unidad de
volumen en cualquier parte del campo, entonces, como esa surge de la electrificacion de las
diferentes partes del campo que no se neutralizan entre si, podemos escribir la ecuacion de la
electricidad libre

Admitiendo este principio esencial de las teorias de Maxwell, retomemos el estudio de un
capacitor plano formado por dos placas conductoras 1y 2, que separa un dieléctrico.

Supongamos que la cara interna de la placa 1 esta electrificada positivamente y la cara interna
de la placa 2 negativamente; en la placa dieléctrica, el campo electromotor se dirige desde la placa 1
a la placa 2.

Si, de acuerdo con el error de signo cometido por Maxwell en su memoria: On Physical Lines of
Force y reproducido en la parte de la memoria: A dynamical Theory of the electromagnetic Field
donde se examina la teoria del capacitor, supusimos el desplazamiento dirigido en direcciones
opuestas del campo electromotriz, el desplazamiento seria, dentro de la placa dieléctrica, dirigido
desde el conductor 2 hacia el conductor 1.

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 561.
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Pero a excepcion del lugar que acabamos de sefialar, Maxwell nunca reprodujo esta opinion en
sus escritos posteriores a la memoria: On Physical Lines of Force. En todas partes, admite que el
desplazamiento es proporcional a la fuerza electromotriz, se dirige como tal.

"Debemos admitir”, escribi6 (') en 1868, que dentro del dieléctrico polarizado, hay un
desplazamiento eléctrico en la direccion de la fuerza electromotriz.”

“El desplazamiento esta en la misma direccién que la fuerza, se repite en su Treatise () v,
numéricamente, es igual a la intensidad multiplicada por K / 4n, donde K es el poder inductor
especifico del dieléctrico."”

“En este Tratado", dice ademéas, (") "hemos medido la electricidad estatica por medio de lo que
hemos llamado desplazamiento eléctrico: es una magnitud dirigida o vectorial, que hemos
designado por B, y cuyos componentes estaban representados por f, g, h. "

"En las sustancias isotropas, el desplazamiento se efectia en el sentido de la fuerza
electromotriz que lo produce, y es proporcional al menos para los pequefios valores de esta fuerza.
Esto es lo que puede expresar el ecuacion:

Ecuacion del desplazamiento eléctrico, ¥ = 4£QE
TC

donde K es la capacitancia dieléctrica de la sustancia."

Si designamos, con Maxwell, por P, Q, R los componentes de la fuerza electromotriz €, la
igualdad simbolica anterior sera igual a las tres igualdades (*)

K K K
88 f=—P, =—Q, h=—R.
(88) 47 g 47 Q 47t
Finalmente, en el trabajo del cual Maxwell estaba preparando la publicacion poco antes de su
muerte, en uno de los capitulos escritos completamente por su mano, leemos ('):

“J. Clerk Maxwell, On a Method of making a direct Comparaison of electrostatic with electromagnetic Force; with
a Note on the electromagnetic Theory of Light (Leida en la Royal Society of London el 18 de junio de 1868.
Philosophical Transactions, vol. CLVIII. — Scientific Papers, vol. Il, p. 139).

1. Clerk Maxwell, A Treatise on Electricity and Magnetism; Oxford, 1873, vol. I, p. 63. — Traité d'Electricité et
de Magnétisme, traducido de la 22 edicion en inglés por G. Seligmann-Lui; Paris, 1885-1887; tomo I, p. 73. — En
adelante, nosotros citaremos el Tratado de Maxwell segln la traduccién francesa todas las veces que no se hayan
realizado cambios en la primera edicion en inglés.

*kk

Traité..., vol. Il, p. 287.

*la comparacion de las igualdades (88) con las igualdades (45) muestra que la cantidad K/4r, introducida aqui por
Maxwell es la que él designo con 1/K en su memoria A dynamical Theory of the electromagnetic Field.

" J. Clerk Maxwell, A elementary Treatise of Electricity, edited by W. Garnett. — Traité élémentaire d'Electricité,
traducido del inglés por Gustave Richard. Paris 1884, p. 141.
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"De acuerdo con la teoria adoptada en este trabajo, cuando la fuerza electromotriz actla sobre
un dieléctrico, fuerza a la electricidad a desplazarse, en su direccidn, en una cantidad proporcional a
la fuerza electromotriz y de acuerdo con la naturaleza del dieléctrico ... "

Por lo tanto, si una placa dieléctrica se encuentra entre las dos placas de un capacitor donde una
es eléctricamente positiva y la otra eléctricamente negativa, el desplazamiento serd, en cada punto,
dirigido desde la armadura positiva a la armadura negativa. Maxwell admite esta ley sin dudarlo:

"Cuando un dieléctrico esta sujeto a la accion de una fuerza electromotriz"”, escribi6 en su Note
on the electromagnetic Theory of Light (*), "experimenta lo que se puede llamar polarizacién
eléctrica. Si se cuenta como positiva la direccion de la fuerza electromotriz, y si se supone que el
dieléctrico esta limitado por dos conductores, A ubicado en el lado negativo y B en el lado positivo,
la superficie del conductor A se cargara con electricidad positiva y la superficie conductor B
electricidad negativa."

"Como admitimos que la energia del sistema asi electrificado reside en el dieléctrico polarizado,
debemos admitir que, dentro del dieléctrico, ocurre un desplazamiento de electricidad en la
direccion de la fuerza electromotriz.”

La electrificacion positiva de A y la electrificacién negativa de B, repite en su gran Tratado (),
produce una cierta fuerza electromotriz que actla de A hacia B en la capa dieléctrica, y esta fuerza
electromotriz produce un desplazamiento eléctrico de A hacia B en el dieléctrico."

"Los desplazamientos”, escribe més tarde (), "a través de dos secciones cualesquiera de un
mismo tubo de desplazamiento son iguales”. En el origen de cada unidad de desplazamiento del
tubo, hay una unidad de electricidad positiva y una unidad de electricidad negativa en el otro
extremo."

¢Qué significado exacto le atribuye Maxwell a esta expresion desplazamiento eléctrico en sus
trabajos posteriores?

En la memoria A dynamical Theory of the electromagnetic Field, donde presenta por primera
vez esta expresion, Maxwell, como hemos visto, se inspird en Mossotti. Para Mossotti, la fuerza
electromotriz, que se encuentra con uno de los corpusculos de los que estdn compuestos los cuerpos
dieléctricos, expulsa el fluido etéreo de las partes de la superficie donde entra en el corpusculo, para
acumularlo en las regiones a través de las cuales sale. En las dos memorias que analizamos en el
capitulo anterior, el pensamiento de Maxwell, concuerda plenamente con el de Mossotti. ¢Es lo
MiSmOo en sus escritos mas recientes?

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 339.
™ J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 71.
" J. Clerk Maxwell, Traité élémentaire d'Electricité, p. 71.
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No hay duda de que el desplazamiento sigue siendo, para Maxwell, un impulso de electricidad
positiva que la fuerza electromotriz produce en su propia direccion, que se limita a cada pequefia
porcién del dieléctrico:

“La polarizacion eléctrica del dieléctrico () es un estado de deformacion en el cual el cuerpo es
empujado por la accion de la fuerza electromotriz, y que desaparece al mismo tiempo que esta
misma fuerza. Podemos concebir que consiste en lo que se podria llamar un desplazamiento
eléctrico producido por la intensidad electromotriz. Cuando una fuerza electromotriz actGa sobre un
medio conductor, produce alli una corriente; pero si el medio es no conductor o dieléctrico, la
corriente no puede establecerse a través del medio; la electricidad, sin embargo, se desplaza en el
medio, en la direccion de la fuerza electromotriz, y la magnitud de este desplazamiento depende de
la magnitud de la fuerza electromotriz. Si la fuerza electromotriz aumenta o disminuye, el
movimiento eléctrico aumenta o disminuye en la misma proporcion.”

"La magnitud del desplazamiento se mide por la cantidad de electricidad que pasa a través de la
unidad de superficie, mientras que el desplazamiento aumenta desde cero hasta su valor maximo,
que es, por lo tanto, la medida de la polarizacion eléctrica.”

AUn mas formal, si es posible, es el siguiente pasaje () "Para hacer que nuestra concepcion del
fendbmeno sea mas clara, consideremos una célula aislada que pertenece a un tubo de induccién que
emana de un cuerpo positivamente electrificado, y limitada por dos de las superficies
equipotenciales consecutivas que envuelven el cuerpo.”

"Sabemos que existe una fuerza electromotriz que actla sobre el cuerpo electrificado hacia el
exterior; si actuara en un medio conductor, esta fuerza produciria una corriente eléctrica, que
duraria tanto como la accion de la fuerza. Pero si el medio no es conductor o es dieléctrico, la fuerza
electromotriz tiene el efecto de producir lo que podria llamarse un desplazamiento eléctrico, es
decir, que la electricidad es empujada hacia afuera en la direccion de la fuerza electromotriz. Este
desplazamiento continda en tanto continla la fuerza electromotriz, pero tan pronto como la fuerza
electromotriz desaparece, el medio recupera el estado que tenia antes del desplazamiento.”

En sus Gltimas obras, la idea que Maxwell designa con las palabras: desplazamiento eléctrico,
esta de acuerdo con lo que €l designa con las mismas palabras en sus primeras memorias, partiendo
de la concepcion de Mossotti, con la teoria de magnetizacién por influencia creada por el genio de
Poisson. Ademas, Maxwell se preocupa por anunciar este acuerdo (T):

"Dado que, como hemos visto, la teoria de la accidn directa a distancia es, desde un punto de
vista matematico, idéntica a la teoria de una accion ejercida a través de un medio, los fendmenos
gue uno puede encontrar, pueden explicarse tanto por una teoria como por la otra ... Asi, Mossotti
dedujo la teoria matematica de los dieléctricos a partir de la teoria de la atraccion ordinaria,
simplemente, dando una interpretacion eléctrica, en lugar de una interpretacion magnética, a los

“ J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 69.
™ J. Clerk Maxwell, Traité élémentaire d'Electricité, p. 61.
" J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 74.
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simbolos que Poisson utiliz6 para deducir la teoria de la induccién magnética a partir de la teoria de
los fluidos magnéticos. El admiti6 que hay pequefios elementos conductores en el dieléctrico que,
probablemente, por induccién, tengan sus extremos electrificados en direcciones opuestas, pero
incapaces de ganar o perder cierta cantidad de electricidad, ya que estan aislados entre si por un
medio no conductor. Esta teoria de los dieléctricos se ajusta a las leyes de la electricidad y puede ser
efectivamente cierta. Si ella es cierta, el poder inductor especifico de un entorno puede ser mayor,
pero nunca menor que el del aire o el del vacio. Hasta ahora, no se ha encontrado ningln ejemplo de
un dieléctrico que tenga un poder inductor menor que el del aire; si encontramos uno, deberemos
abandonar la teoria de Mossotti, pero sus formulas seguiran siendo todas exactas, solo tendremos
que cambiar el signo de un coeficiente."”

"En la teoria que propongo desarrollar, los métodos matematicos se basan sobre el menor
numero posible de hipotesis, y asi encontramos que ecuaciones de la misma forma se aplican a
fendmenos que, ciertamente, son de naturaleza muy diferente. Los ejemplos incluyen la induccién
eléctrica a través de los dieléctricos, la conduccion en los conductores y la induccion magnética. En
todos estos casos, la relacion entre la fuerza y el efecto que produce se expresa mediante una serie
de ecuaciones de la misma especie; de modo que si se resuelve un problema para uno de estos
temas, el problema y su solucién se pueden traducir al lenguaje de los otros temas y los resultados,
en su nueva forma, seguiran siendo correctos."

De todas estas citas, una consecuencia parece fluir l6gicamente, entre los componentes f, g, h,
del desplazamiento y las densidades eléctricas sdlidas o superficiales e, E, uno tendré que establecer
las relaciones

(46) e+—+—+—=0

(47) E + fy cos (N1,X) + g1 cos (Ng,y) + hy cos (N1,z) + f, cos (N2,X) + g2 cos (Nz,y) h, cos (N2,z) =0

De hecho, estas ecuaciones concuerdan con lo que Maxwell dijo sobre el desplazamiento
eléctrico; ellas son un nimero de formulas esenciales de la teoria de Mossotti, que Maxwell declara
matematicamente idénticas a las suyas; ademas, en esta teoria son una transposicion de las
ecuaciones que Poisson introdujo en la teoria de la induccién magnética, y que Maxwell ()
conserva en la exposicion de esta Gltima teoria y que Maxwell las adopt6 en sus primeros escritos.

Esto nos lleva a reconocer que las ideas de Maxwell conducen l6gicamente a las igualdades (46)
y (47) al analizar lo que él dice acerca de las corrientes de desplazamiento.

"Las variaciones del desplazamiento eléctrico (') obviamente producen corrientes eléctricas,
pero estas corrientes solo pueden existir mientras el desplazamiento varia".

“J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. 11, p. 11.
"J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 69.
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"Una de las peculiaridades mas importantes de este Tratado (”) consiste en esta teoria de que la
verdadera corriente eléctrica € (u, v, w) de la que dependen los fendbmenos electromagnéticos no es
idéntica a la corriente de conduccion & (p, g, r), y que, para evaluar el movimiento total de la
electricidad, debemos tener en cuenta la variacion en el tiempo del desplazamiento eléctrico 3, de
modo que debemos escribir:

Ecuacion de corriente verdadera, C=%K+ 88_%9
0, en funcion de sus componentes
u=p+ ot
5t
59
v=q+—,
a ot
éh
W=r+—.
ot

Por lo tanto, en cualquier punto de un dieléctrico no conductor cuyo estado de polarizacion
varia, se produce un corriente de desplazamiento cuyos componentes son

_of .89 ,_oh

89 l__’ - ) r=—_—
(89) P ot f ot ot

Pero "sea cual sea la naturaleza de la electricidad ("™), y lo que queremos decir con movimiento
de la electricidad, el fendmeno que hemos llamado desplazamiento eléctrico es un movimiento de
electricidad, en el mismo sentido que el transporte una cantidad fija de electricidad.”

O esta oracion no significa nada, o requiere que los componentes p', g, r' del flujo de

desplazamiento estén relacionados con las densidades eléctricas e, E por las ecuaciones de
continuidad

8_p+8_q+8_r+8_e=0
oX oy oz ot

88_ItE +p'1cos (Ng,X) +g'1 €os (Ng,y) + r'y cos (N1,2) +p*2cos (N2,X) +q'2 cos (N2,y) + r'2 cos (N,,2) =0

que, en virtud de las igualdades (89), se podra escribir

d(of &g oh
—| —+—+—+¢e|=0
ot{dx oy oz

™ bid., t. I, p. 288.
" bid., t. 1, p. 73.
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% [ E + fy cos (N1,X) + g1 cos (Ng,y) + hy cos (N1,2) + f, cos (N2,X) + g2 cos (No,y) + hy cos (N2,2) ] =0

Integrado entre un instante en que el sistema estaba en estado neutral y el estado actual, estas
ecuaciones dan las ecuaciones (46) y (47); este razonamiento es, ademas, dado por Maxwell en su
memoria: On physical Lines of Force.

Examinemos las consecuencias de estas ecuaciones y, en particular, de la ecuacion (47);
aplicandola a la superficie de separacion de un dieléctrico 1 y un conductor no polarizable 2; el
desplazamiento (f, gz, hy) siendo cero en este Gltimo medio, la ecuacién (47) se reduce a

(90) E + f1 cos (N1,X) + g1 cos (Ng,y) + hy cos (N1,2) =0

La superficie terminal del dieléctrico se electrifica negativamente en los puntos donde la
direccion del desplazamiento o, la que equivale a la misma: la direccidn de la fuerza electromotriz,
penetra en el dieléctrico, y estd positivamente electrificada en los puntos donde esta misma
direccion deja el dieléctrico.

Aplicando esta proposicién, — que deriva tan naturalmente de los principios postulados por
Maxwell,— a nuestra placa dieléctrica entre dos conductores cargados, uno de electricidad positiva,
el otro de electricidad negativa, obtenemos la siguiente conclusion:

La cara del dieléctrico que esta en contacto con el conductor positivamente electrificado
transporta electricidad negativa; la cara que estd en contacto con el conductor electrificado
negativamente transporta electricidad positiva. Por lo tanto, es imposible identificar la carga
eléctrica transportada por un conductor con la carga tomada por el dieléctrico contiguo.

Por lo tanto, Maxwell va a renunciar a la suposicion, — implicita en sus primeros escritos,— de
que la electrificacion propia de los cuerpos conductores no existe y que sélo la polarizacién de los
medios dieléctricos es un fenémeno real, produciendo, por la aparente electrificacion a la que es
equivalente, los efectos que las teorias antiguas atribuian a las cargas eléctricas repartidas sobre los
cuerpos conductores, Por el contrario; establece esta hipdtesis mas claramente y afirma su
legitimidad:

"Uno puede concebir", dice (*), "la relacién fisica que existe entre los cuerpos electrificados, ya
sea como un efecto del estado en el que esta el medio que separa los cuerpos, 0 como resultado de
una accion directa que se ejerce a distancia entre los cuerpos [...]... haciendo los célculos, en esta
hipdtesis, la energia total del medio, la encontramos igual a la energia que se deberia a la
electrificacion de los conductores en la hipdtesis de una accion directa a distancia. Por lo tanto,
desde un punto de vista matematico, las dos hipotesis son equivalentes."

“J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 67.
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Dentro del medio ("), donde el extremo positivo de cada una de las células esta en contacto con
el extremo negativo de la célula vecina, estas dos electrizaciones se neutralizan exactamente, pero
en los puntos donde el medio dieléctrico esta limitado por un conductor, la electrificacion ya no esta
neutralizada y constituye la electrificacion que se observa en la superficie del conductor."

"A partir de estas ideas sobre la electrificacion, debemos considerarla como una propiedad del
medio dieléctrico, mas que como del conductor rodeado por ese medio."

"En el caso de una botella de Leyden (T) cuyo armadura interior esta cargada positivamente,
cualquier porcién de vidrio tendrd su superficie interna cargada positivamente y su superficie
externa, negativamente. Si esta porcidn esta completamente dentro del vidrio, su carga superficial es
completamente neutralizada por la carga opuesta de las partes que toca, pero si esta en contacto con
un cuerpo conductor, en el que no se puede mantener el estado por induccién, la carga superficial ya
no se neutraliza, sino que constituye la carga aparente que generalmente se denomina carga del
conductor."”

Como resultado, la carga en la superficie de separacion del conductor y el medio dieléctrico, que
en la antigua teoria se llamd carga del conductor, en la teoria de la induccién se debe llamar, carga
superficial del dieléctrico circundante."

"De acuerdo con esta teoria, cualquier carga es el efecto residual de la polarizacion del
dieléctrico."

Dado que Maxwell mantiene formalmente esta suposicion, ;como desaparecera la contradiccion
que hemos sefialado? De la manera mas simple del mundo: en las ecuaciones (46) y (47), que hacen
obvia esta contradiccion, cambiara el signo de e y E y escribira (*)

_ 8 8g sh

91 e=—
1) ox 8y oz

(92) E =1f;cos(Ng,Xx) + gz cos (Ng,y) + hy cos (Ng,2) + f, cos (N2,X) + g2 cos (Nz,y) h, cos (N2,2)

La igualdad (90), permite conocer la carga superficial de un dieléctrico en contacto con un
conductor, — es decir, en la hipdtesis de Maxwell. La carga del propio conductor, sera luego
reemplazada por la igualdad.

(93) E =f1 cos (N1,x) + g1 cos (N1,y) + hy cos (Ny,2)

La carga sera positiva cuando la direccion de desplazamiento o del campo electromotor penetre
dentro del dieléctrico, negativa donde la direccion de desplazamiento o del campo electromotor
salga del dieléctrico.

™ J. Clerk Maxwell, Traité élémentaire d'Electricité, p. 63.
"J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t 1, p. 175.
* 1bid., p. 289.
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"En el caso de un conductor cargado (), supuesto con carga positiva, en tal caso, si el
dieléctrico circundante se extiende en todas las direcciones alrededor de la superficie cerrada, habra
polarizacion eléctrica y movimiento desde adentro hacia afuera en todo el la extension de la
superficie cerrada, y la integral del desplazamiento, tomada sobre toda la superficie, es igual a la
carga del conductor encerrado en la superficie."

¢Cémo deberian polarizarse las masas elementales de un dieléctrico, si se desea que la
electrificacion en direcciones opuestas de sus dos extremos concuerde con las igualdades (91), (92),
(93)?

Tomemos el ejemplo de una placa dieléctrica plana colocada entre dos placas conductoras. Se
supone que dentro de la placa las cargas eléctricas opuestas en ambos extremos de una molécula son
neutralizadas exactamente por las cargas de la molécula que la precede y de la molécula que la
sigue. Solo la electrificacion de moléculas extremas produce efectos apreciables.

La cara del dieléctrico por la cual la fuerza electromotriz entra en este medio manifiesta un
estado de electrificacion; se debe a la carga que las moléculas de la primera capa toman, en las
extremidades por donde la fuerza electromotriz las penetra. La cara del dieléctrico por el cual la
fuerza electromotriz sale de ese medio también muestra un estado de electrificacion. Esta
electrificacion se debe a la carga que adquieren las moléculas de la ultima capa por donde la fuerza
electromotriz las abandona. Ahora, de acuerdo con las proposiciones de Maxwell, la primera
electrificacién es positiva y la Gltima negativa. Entonces, cuando una fuerza electromotriz
encuentra una molécula dieléctrica, la polariza; la extremidad de la molécula por la cual entra la
fuerza electromotriz esta cargada con electricidad positiva; la extremidad de la molécula por la
cual se descarga la fuerza electromotriz se carga con electricidad negativa.

Tal es la proposicion (), contraria a la admitida por Coulomb y Poisson en el estudio del
magnetismo, al igual que Faraday y Mossotti en el estudio de los dieléctricos. Contrariamente a la
opinién que profesd en sus primeros escritos, Maxwell la enuncié formalmente en sus ultimos
tratados.

"Si suponemos (") al volumen del dieléctrico dividido en partes elementales, debemos concebir
las superficies de estos elementos como electrificadas, de tal manera que la densidad superficial en
cualquier punto de la superficie sea igual en magnitud al desplazamiento que se produce en ese
punto a través de la superficie, este desplazamiento cuenta hacia el interior, es decir que si el
desplazamiento tiene lugar en la direccion positiva, la superficie del elemento debe estar
electrificada negativamente en el lado positivo y positivamente en el lado negativo. Estas cargas

“J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. 11, p, 72,

" No creo que ningun fisico haya prestado atencién al caracter paraddjico de esta propuesta de Maxwell antes que
H. Hertz la expusiera en una forma particularmente clara y llamativa. (H. Hertz, Gesammelte Werke, Bd. II:
Untersuchungen uber die Aushreitung der elektrischen Kraft; Einleitende Uebersicht, p. 27)

™ J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. I, p. 73.
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superficiales generalmente se destruyen entre si cuando se consideran elementos consecutivos,
excepto en los puntos donde el dieléctrico tiene una carga interna, o en la superficie del dieléctrico."”

“En el caso de una botella de Leyden (") con carga positiva, cualquier porcién del vidrio tendra
su superficie interna cargada positivamente y su superficie exterior negativamente."

"El desplazamiento (") a través de cualquier seccién de un tubo unitario de induccion, representa
una unidad de electricidad, y la direccion del desplazamiento es la de la fuerza electromotriz, es
decir, va de los potenciales mayores a los potenciales menores."

"Tenemos que considerar, ademas del desplazamiento eléctrico en la célula, el estado de los dos
extremos de la célula formada por las superficies equipotenciales. Debemos suponer que en cada
célula, la extremidad formada por la superficie de mayor potencial se cubre con una unidad de
electricidad positiva, mientras que el extremo opuesto, formado por la superficie de potencial
menor, esta cubierto por una unidad de electricidad negativa."

En el Treatise on Electricity and Magnetism, asi como en An Elementary Treatise on Electricity,
algunas paginas, — a veces, sélo unas lineas,— separan los pasajes que acabamos de citar con
afirmaciones como estas: "La fuerza electromotriz () tiene el efecto de producir lo que podriamos
llamar un desplazamiento eléctrico, es decir, la electricidad es empujada en la direccion de la
fuerza."

"Cuando la induccién () se transmite a través de un dieléctrico, primero hay un desplazamiento
de electricidad en la direccién de la induccién. Por ejemplo, en una botella de Leyden cuya
armadura interna estd cargada positivamente y la armadura externa, negativamente, en
desplazamiento de la electricidad positiva a través de la masa del vidrio es desde adentro hacia
afuera.”

"Cuando una fuerza electromotriz act(ia sobre un medio conductor ("), produce una corriente,
pero si el medio es no conductor o dieléctrico, la corriente no puede establecerse a través del medio,
en la direccion de la fuerza electromotriz ... "

"Cualquiera que sea la naturaleza de la electricidad ("), y lo que sea que queramos decir con el
movimiento de la electricidad, el fenémeno que hemos llamado desplazamiento eléctrico es un
movimiento de electricidad, en el mismo sentido que el transporte de una cantidad determinada de
electricidad a través de un cable es un movimiento de electricidad.”

O este lenguaje no significa nada, o significa lo siguiente: cuando una fuerza electromotriz actua
sobre una parte elemental del dieléctrico, se altera el estado de neutralidad eléctrica de esa parte; la

“bid., t. I. p. 175.

"J. Clerk Maxwell, Traité élémentaire d'Electricité, p. 63.

“J. Clerk Maxwell, Traité élémentaire d'Electricité, p. 62.

™ J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. I, p. 174.
“ Ibid., p. 69.

" Ibid., p. 73.
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electricidad se desplaza en la direccion de la fuerza electromotriz; se acumula, en exceso, en la
extremidad a través de la cual la fuerza electromotriz abandona la particula, de modo que esta
extremidad se electrifica POSITIVAMENTE, mientras que cuando ella abandona la extremidad
por la cual la fuerza electromotriz entra en la particula, en esa extremidad se electriza
NEGATIVAMENTE."

¢Cémo dos proposiciones, tan obviamente contradictorias, pudieron presentarse en el mismo
momento en la mente de Maxwell y, al mismo tiempo, provocar su adhesion? Es un extrafio
problema de psicologia cientifica que entregamos a las meditaciones del lector.

82. Desarrollo de la tercera electrostatica de Maxwell.

Si rechazamos esta primera contradiccion y si admitimos las igualdades (91), (92) y (93), las
ecuaciones de la tercera electrostatica de Maxwell se desarrollan, en su tratado, libres de estos
continuos cambios de signo que interrumpieron la marcha de la segunda electrostética.

Si P, Q, R son las componentes de la fuerza electromotriz, las componentes f, g, h del
desplazamiento estan dados por las igualdades ()

K K K
94 f= Pa = y h=_R
®4) 4r g 41!:Q 4r

donde K es el poder inductor especifico del dieléctrico.
La energia electrostatica del medio esta dada por la proposicion siguiente ()

"La expresion mas general de energia eléctrica por unidad de volumen del medio esta dada por
el semi-producto de la intensidad electromagnética y la polarizacion eléctrica por el coseno del
angulo entre sus direcciones".

"En todos los dieléctricos fluidos, la intensidad electromotriz y la polarizacion eléctrica estan en
la misma direccion™.

Por lo tanto, para estos Gltimos cuerpos (* ), la energia electrostatica es
1
(95) U =Ej(Pf+Qg+Rh)dw

Para los mismos cuerpos que las ecuaciones (94) son validas, se pueden aplicar dos expresiones
para la energia electrostatica (*):

“J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. I, p. 73, t.I1, p. 287.
“Ibid., t. I. p. 67.
“lbid., t. 1. p. 176; t. I, p. 304.
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(96) U=8i K(P?+Q?+ R?)dw
T
2 2 2
(97) U =2n“‘%dw

En el caso donde el sistema esta en equilibrio eléctrico, las leyes de la electrodindmica muestran
que existe una cierta funcién W (x, y, z) tal que se tiene (")

(98) P=——, =——, R=

y las expresiones (95) y (96) de la energia interna de un sistema pueden escribirse (%)

(99) u:-lj O+ 2% g1 % | aw
OX oy oz

(100 A j[(a_‘l’j {L‘P] () }dw
8r OX oy oz

Una integracion por partes permite transformar la ecuacion (99) en la ecuacion

(101)U=i_|'xy 8f 8y sh dw+lj‘q, f,c0s(N,x)+ g, cos(Ny)+ by cos(N,2)+ ] o
2 ox oy oz 2J 7+ f,c0s(N,x)+ g, cos(N,y)+ h, cos(N,,z)

Esta ultima integral se extiende a las diversas superficies de discontinuidad.

Mediante el uso de las formulas (91), (92) y (93), esta igualdad se convierte en ()
U= i-‘-‘I’e dw + 1‘.-‘I’EdS
2 2

De hecho, en virtud de las ecuaciones (94) y (98), tenemos

(102) fo_ KW KW Ko¥

4 8x g 4 &y ' 41t oz

y las relaciones (91) y (92) se vuelven

#J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. I, p. 176.
"bid., t. 11, p. 274, ecuaciones (B)

#J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. I1, p. 303.
“lbid., t. 1, p. 108; t. 1, p. 303.
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(103) i(KS—W)+i KS—\P +i Ka—‘P +4ne=0
OX OX oy oy 0z 0z
(104) KS—lP+ KS—T+4nE=O
ON, oN,

Maxwell, que presentd estas ecuaciones (), las introdujo en su Treatise, no por el razonamiento
anterior, sino por una conexion extrafia y poco perceptible entre estas ecuaciones y las relaciones de
Poisson.

(105) 82\2 + 82\2 + 82\2 +4ne =0
ox°  oy° oz
(106) 8—V+8—V+ 4nE =0
6N, 8N,
que satisfacen la funcion
(107) V=I§dw+-“%d8

En una nota () afladida a la traduccién francesa del Tratado de Maxwell, el Sr. Potier ya ha
hecho justicia a este acercamiento; es bueno insistir en lo que es falaz.

Las igualdades (105) y (106) son consecuencias puramente algebraicas de la forma analitica de
la funcion V, cuya forma esta dada por ecuacién (107). Por el contrario, la forma analitica de la
funcion W es desconocida y las igualdades (103) y (104) resultan de hipotesis fisicas.

8 3. Volviendo a la primera electrostatica de Maxwell

Las ecuaciones que acabamos de escribir ofrecen una analogia profunda con las ecuaciones a las
que conduce la teoria de la conductibilidad del calor; en su Tratado sobre Electricidad y
Magnetismo, Maxwell no repite este enfoque, que fue el punto de partida de su investigacion sobre
los medios dieléctricos; pero él insiste en su Tratado Basico de Electricidad (**). Y, de hecho, uno
pasa facilmente de las férmulas sobre la teoria del calor, dadas en el Capitulo Il, a las férmulas que
Maxwell expone en su Tratado sobre Electricidad y Magnetismo si, entre las magnitudes que
aparecen en estas formulas, se establece la siguiente tabla de correspondencia:

™ J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. I, p. 104.
“J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. I, p. 106.
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Teoria del calor Electrostatica
T: temperatura Vi
u, v, w: componentes del flujo de calor f, 9, h: componentes del desplazamiento
eléctrico
k: coeficiente de conductibilidad calorifica K/4r: siendo K el poder inductor especifico
j: intensidad de calor de una fuente sélida e: densidad eléctrica de un sélido
J, intensidad de calor de una fuente superficial E: densidad eléctrica superficial

Por lo tanto, las igualdades (33), (34) y (35) se transforman en las igualdades (102), (103) y
(104).

Pero al desarrollar su primera electrostatica, Maxwell, como hemos visto, admitié que la funcion
Y se expresa analiticamente, como la funcién potencial V que se usa en la electrostética clésica y

uso la férmula
Y= IE dW+IEdS
r r

Por el contrario, en su Tratado sobre Electricidad y Magnetismo, () advierte a sus lectores sobre
esta confusion y designa una distribucion eléctrica aparente, una distribucién donde la densidad
solida e'y la densidad superficial E' harian conocer la funcién ¥ mediante la formula

(107bis) ¥ = j' e? dw + j' ETdS

Segun los teoremas de Poisson, tendriamos las igualdades

N A R

(105his) o + 5y + 57 +4ne'=0
(106bis) OF ¥ L are=0
8N, ' N,

Al comparar estas igualdades con las igualdades (103) y (104), vemos que las densidades
aparentes e' E', no pueden ser iguales a las densidades e, E. En particular, las igualdades (103) y
(105bis) dan,

(108) an(Ke—e)= K Y  OK ¥ 3K 3¥
ox ox 8y oy o8z oz

Las ecuaciones (104) y (106bis) dan (")

“J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, t. I, p. 104.

115



Duhem y el electromagnetismo de Maxwell

4n(KE'-E)= (K, - KZ)S—\P

SN,

(109) .
4n(KE'-E)= (K, - Kl)s—N2

Al parecer, este seria el lugar para juzgar la electrostatica de Maxwell y ver si puede estar de
acuerdo con las leyes conocidas; pero nos falta un elemento para llevar a cabo esta discusion; este
elemento es la nocion de flujo de desplazamiento, que pertenece a la electrodinamica.

" En todas las ediciones del Tratado de Maxwell, estas ecuaciones (109) fueron reemplazadas por igualdades
erréneas. En la traduccion francesa, el término Ke' de la igualdad (108) se reemplaza por €'; este error no se encuentra
en la primera edicion en inglés.
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SEGUNDA PARTE

LA ELECTRODINAMICA DE MAXWELL

CAPITULOI.

Corriente de conduccion y corriente de desplazamiento.

81. De la corriente de conduccion

El tedrico busca darle a las leyes fisicas una representacion construida mediante simbolos
matematicos; esta representacion debe ser lo mas simple posible; las cantidades distintas que sirven
para significar las cualidades consideradas como primarias e irreductibles deben ser, por lo tanto,
las menores posible. Cuando se descubren nuevos hechos y cuando la experiencia ha determinado
sus leyes, el fisico debe esforzarse por expresar estas leyes por medio de los signos que ya estan en
uso en la teoria, para formularlos mediante magnitudes ya definidas. Solamente cuando reconocio la
vanidad de tal intento, la imposibilidad de insertar las nuevas leyes en las viejas teorias, que decidio
introducir en la Fisica magnitudes, hasta entonces inusuales, para establecer las propiedades de
estas magnitudes mediante hipdtesis que hasta entonces no se habian formulado. Asi, cuando
(Erstedt y después Ampere, descubrieron y estudiaron las acciones electrodinamicas y
electromagnéticas, los fisicos se esforzaron por formular las leyes sin introducir en la ciencia otros
principios que los que hasta entonces habian sido suficientes para representar todos los fendmenos
eléctricos y magneticos, a saber: densidad eléctrica e intensidad de imantacion; el conocimiento
exacto de la distribucion que afecta, en un instante dado, la electricidad distribuida sobre un
conductor, pensaban que para eso era suficiente determinar las acciones que el conductor esta
haciendo en ese instante. Ampére no creia que estos intentos no fueran dignos de su genio; pero al
haber reconocido finalmente que estaban condenado a la impotencia, imaginé definir las
propiedades de un hilo conductor en un instante dado al indicar no so6lo lo que es, en este instante y
en cada punto del hilo, el valor del densidad eléctrica, sino también cudl es el valor de una nueva
magnitud, la intensidad de la corriente que cruza el cable.

Desde el punto de vista de la légica pura, la operacion de introducir en una teoria fisica nuevas
magnitudes para representar nuevas propiedades es una operacion completamente arbitraria; de
hecho, en esta operacion, el tedrico se deja guiar por una serie de consideraciones ajenas al dominio
propio de la fisica, especialmente por las suposiciones que se formula, con respecto a la naturaleza
de los fendmenos estudiados, las doctrinas filoséficas en las que cree y las explicaciones que se dan
en su época y en su pais. Por lo tanto, para definir las magnitudes adecuadas para reducir en teorias
las leyes de las atracciones y las repulsiones eléctricas, los fisicos se inspiraron en la opinion que le
atribuian al comportamiento de un fluido o de dos fluidos. De manera similar, para definir
magnitudes adecuadas para representar fendomenos electrodinamicos, se dejaron guiar por la idea de
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que una corriente de fluido eléctrico atraviesa el conductor interpolar e imitaron las formulas que,
desde Euler, se usaban para estudiar la circulacién de un fluido.

La analogia hidrodinamica ya habia provisto a Fourier con el sistema de simbolos matematicos
mediante el cual logré representar la propagacion del calor por conductibilidad; ese sistema de
simbolos les proporcion6 a G.S. Ohm, a W. Smaasen a G. Kirchhoff los medios para completar, en
el sentido indicado por Ampére, la representacion matematica de los fendbmenos eléctricos.

A semejanza de la velocidad que tiene un fluido que circula en cada punto, imaginamos, en cada
punto del cuerpo conductor y en cada instante, una cantidad dirigida, el flujo eléctrico.

Entre las componentes de la velocidad de un fluido en movimiento y la densidad de este fluido,
existe una relacion, la relacion de continuidad; a semejanza de esta relacion, entre las componentes
u, v, w del flujo eléctrico, — que esta relacionado con el punto (x, y, z) del conductor en el instante t,
y la densidad eléctrica solida ¢ en el mismo punto y en el mismo instante,— la existencia de la
igualdad

Su bv w 8o _

+—+—+—_—-=0
ox o8y oz ot

1)

A esta relacion, se le agrega una referida a la densidad superficial X en un punto de la superficie
de contacto entre dos medios distintos 1 y 2:

(2) u,cos(N,x)+v,cos(N,y)+w, cos(N,z)+ u,cos(N,x)+v,cos(N,y)+w, cos(N,z)+ Z—f =0

En las mentes de los primeros fisicos que los consideraron, las cantidades u, v, w representaban,
en cada punto y en cada momento, las componentes de la velocidad con la que se mueve el fluido
eléctrico; hoy en dia, no debemos dudar en dejar de lado tal suposicion y simplemente considerar u,
V, W, como tres ciertas magnitudes, variables con las coordenadas y con el tiempo y que verifican
las igualdades (1) y (2).

Para conocer completamente las propiedades de un conductor en un instante aislado t, los
valores de las variables u, v, w, &, y, en todos los casos, en cualquier punto de discontinuidad de las
superficies, el valor de la variable . Cuando se propone establecer las propiedades de un conductor
en todo momento de un cierto periodo de tiempo, solo deben darse en el instante inicial los valores
de las cinco magnitudes: o, %, u, v, w; en otras ocasiones, es suficiente dar los valores de las
variables u, v, w, £ y o, se deducen integrando las ecuaciones (1) y (2).

82. Sobre la corriente de desplazamiento

Para representar las leyes conocidas que rigen las acciones de los cuerpos dieléctricos, Faraday,
Mossotti y sus sucesores se contentaron con considerar una Unica magnitud dirigida, variable de un
punto a otro y de un momento a otro, la intensidad de polarizacion, de componentes A, B, C.

118



Les théories électriques de J. Clerk Maxwell

Aunque a la época en que Maxwell escribid, no habia experiencia alguna que justificara o
incluso sugiriera tal hipdtesis, él admitio que, en un instante aislado t de duracion, el conocimiento,
de las tres componentes A, B, C de la polarizacion no determinan completamente las propiedades
del dieléctrico en ese instante; y supuso que ese cuerpo poseia propiedades, — en su mayoria
desconocidas,— que, en el instante t, dependian no s6lo de la intensidad de polarizacion o
desplazamiento, sino de la corriente de desplazamiento, magnitud vectorial que tienen por
componentes

©) U="r, V=—, W=—.

Las seis variables A, B, C, U,V,W, tienen valores que pueden ser escogidos arbitrariamente
para un instante dado, pero no es lo mismo para todos los instantes de un cierto lapso de tiempo. Si,
para todos esos momentos conocemos los valores de A, B 'y C, por el mismo hecho conoceremos los
valoresde U,Vy W.

Si lo presentamos, como lo acabamos de hacer, como la introduccion puramente arbitraria de
una nueva magnitud de la cual ninguna experiencia exige su empleo, la definicion dada por
Maxwell de la corriente de desplazamiento parece extrafia. Por el contrario, ella se vuelve muy
natural y, por asi decirlo, forzada, después de tener en cuenta las circunstancias histéricas y
psicologicas.

En el curso de sus investigaciones sobre los dieléctricos, hemos visto que Maxwell no cesaba de
inspirarse en las hipotesis de Faraday y de Mossotti. A semejanza de lo que Coulomb y Poisson
habian supuesto para los imanes, Faraday y Mossotti habian imaginado a un dieléctrico como un
montdn de pequefios granos conductores, embebidos en un cemento aislante, cada uno de esos
pequefios granos conductores portando tanto electricidad positiva como electricidad negativa.
Seguramente Maxwell, en todos sus escritos, consider6 a esta imagen, si no como una
representacion fiel de la realidad, al menos como un modelo que sugeria proposiciones siempre
verificables.

Si, con Faraday y Mossotti, consideramos un dieléctrico polarizado como un conjunto de
moléculas conductoras sobre las que se distribuye la electricidad de una cierta manera, cualquier
cambio en el estado de polarizacion del dieléctrico consiste en una modificacion de la distribucion
eléctrica en las moléculas conductoras; por lo tanto, estos cambios de polarizacion estan
acompaniados por corrientes eléctricas reales, cada una de las cuales se localiza en un espacio muy
pequefio. Ademas, es facil ver que estas corrientes corresponden, en cada punto del dieléctrico, a
una corriente media cuyas componentes estan dadas precisamente por las igualdades (3). Esta
corriente promedio es, por lo tanto, nada mas que la corriente de desplazamiento.

En su memoria: On physical Lines of Force, Maxwell escribié (*), invitando a sus lectores a
referirse al trabajo de Mossotti: "Una fuerza electromotriz, actuando sobre un dieléctrico, produce
un estado de polarizacion de sus partes, similar a la distribucién de polaridad en las particulas de

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 491.
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hierro que estan sujetas a la influencia de un iman, al igual que la polarizacion magnética, esta
polarizacion dieléctrica se puede representar como un estado en el que los dos polos de cada
particula estan en posiciones opuestas."

"En un dieléctrico sometido a induccién, podemos concebir que la electricidad se desplaza en
cada molécula de modo que una de sus extremidades se hace positiva y la otra negativa, pero la
electricidad permanece completamente confinada en cada una de las moléculas y no puede pasar de
una molécula a otra."

"El efecto de esta accion sobre la totalidad de la masa dieléctrica es el de producir un
desplazamiento general de la electricidad en una determinada direcciéon. El desplazamiento no
puede dar lugar a la produccién de una corriente, porque, tan pronto como alcanza un cierto valor,
permanece constante, pero constituye un comienzo de corriente, y sus variaciones constituyen las
corrientes dirigidas en la direccion positiva o en la direccion negativa, segun si el desplazamiento
aumenta o disminuye. La magnitud del desplazamiento depende de la naturaleza del cuerpo y de la
magnitud de la fuerza electromotriz, de modo que si h es el desplazamiento, R la fuerza
electromotriz y E un coeficiente que depende de la naturaleza del dieléctrico, tendremos

R= - 4xE2h (1)
"Si r es el valor de la corriente eléctrica debido al desplazamiento, tenemos

dh
r=—.
dt

Este pasaje, el primero donde Maxwell menciond la corriente de desplazamiento, lleva la marca
indiscutible de las ideas de Mossotti que llevaron al fisico escocés a imaginar esta corriente.

Ademas, expresa tan exactamente la concepcién de Maxwell de esta corriente, que la
encontramos reproducida casi textualmente en las memorias: A dynamical Theory of the
electromagnetic Field (*); en el Traité d'Electricité et de Magnétisme (%), leamos este pasaje muy
breve: "Las variaciones del desplazamiento eléctrico obviamente producen corrientes eléctricas.
Pero estas corrientes sélo pueden existir cuando el desplazamiento varia y, por consiguiente, el
desplazamiento no puede exceder un cierto valor sin producir una descarga disruptiva, no pueden
continuar indefinidamente en la misma direccién, como lo hacen las corrientes en los conductores."

"Sea cual sea la naturaleza de la electricidad, y lo que sea que entendamos por movimiento de la
electricidad”, agrega Maxwell (), "el fenémeno que hemos denominado desplazamiento eléctrico
es un movimiento de electricidad en el mismo sentido que decimos que el transporte de una
cantidad determinada de electricidad a través de un cable, es un movimiento de electricidad.”

" Hemos insistido [Primera Parte, Capitulo 111] sobre el error de signo que afecta a esta igualdad.
#J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 531.

%J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, traduccion francesa t. I, p. 69.

“J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, traduccién francesa t. |, p. 73.
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Por lo tanto, una corriente de desplazamiento es esencialmente, similar a un flujo de conduccién
0 una corriente eléctrica; en cualquier cuerpo conductor, dieléctrico o0 magnético, produce la misma
induccion, la misma magnetizacion, las mismas fuerzas electrodinamicas o electromagnéticas que
un flujo de conduccién del mismo tamafio y direccion. Una corriente 0 un iméan ejercen las mismas
fuerzas en un dieléctrico atravesado por corrientes de desplazamiento que en un conductor que
ocuparia el lugar de este dieléctrico y cuya masa seria atravesada por flujos de conduccién iguales a
esta corrientes de desplazamiento.

En los célculos electrodindmicos jamas se debera incluir solamente la corriente de conduccion,
de cuales, u, v, w son las componentes; siempre se debera considerar la corriente total, suma
geomeétrica de la corriente de conduccion y de la corriente de desplazamiento, cuyas componentes
son U,V,W Este principio fue aplicado por Maxwell en sus diversos escritos sobre la electricidad
(%), y constituye uno de los fundamentos de su doctrina electrodindmica y una de las innovaciones
mas audaces y mas fecundas, que él mismo remarcé en el pasaje (T): "Una de las particularidades
mas importantes de este Tratado, consiste en aplicar la teoria de que la corriente eléctrica verdadera,
de la cual dependen los fendbmenos electromagnéticos, no es idéntica a la corriente de conduccion y
que, para evaluar el movimiento total de electricidad, se debe tener en cuenta la variacion del
desplazamiento eléctrico con el tiempo."

83. En la teoria de Maxwell, ;la corriente total es una corriente uniforme?

Supongamos que en cada punto, tomado dentro de un dominio continuo, se cumple la igualdad

ou ov ow
+—4—-=

4 —+—+—=0
) ox oy oz

Yy, que en cada punto de una superficie de discontinuidad, se cumple la igualdad
(5) u, cos(le)+ A cos(le)+ W, cos(le)+ u, cos(Nzx)+ v, cos(Nzy)+ w, cos(sz) =0
En virtud de la igualdad (1), en el primer punto tendremos

8o _
ot

y en el segundo punto, en virtud de la igualdad (2)

* 3. Clerk Maxwell, On physical Lines of Force (Scientific Papers, vol. I, p. 496). — A dynamical Theory of the
electromagnetic Field, (Scientific Papers, vol. I, p. 554). — Traité d'Electricité et de Magnétisme, traduccion francesa,
t. 11, p. 288.

"3, Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, traduccion francesa t. I1, p. 288.
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o
ot

La distribucidn real de la electricidad permanecera invariable.

Le daremos el nombre de corriente de conduccién uniforme a aquellas corrientes de conduccion
que cumplan con las igualdades (4) y (5).

Las corrientes de desplazamiento uniformes son las corrientes de desplazamiento que verifican
la igualdad

ou oV ow
+—+—=

6 —+—+—=0
©) ox oy oz

en todo medio continuo y verifican la igualdad
(7) ©,cos(N,x)+V, cos(N,y)+ W, cos(N,z)+ T, cos(N,x)+ v, cos(N, y) + W, cos(N ,z) = 0
en todo punto de una superficie de discontinuidad.

Si uno acepta la definicion de las densidades eléctricas ficticias e, E, dadas por las igualdades
(13) y (14) de la primera parte:

(8) e =— 8_A+8_B+8_C
ox 8y oz

9 E=- [A1 cos(nlx)+ B, cos(nly)+ C, cos(nlz)+ A, cos(nzx)+ B, cos(nzy)+ C, cos(nzz)]
Se puede escribir, en general, en virtud de igualdades (3),

5U &V oW 8e

(10) —+—+—+—=0
ox 8y oz ot

(11) b, cos(le)+ A cos(le)+ W, cos(le)+ U, cos(Nzx)+ v, cos(Nzy)+ W, cos(sz)+ Z—E =0

Por lo tanto, las corrientes de desplazamiento uniformes verifican las igualdades

oe E
—=0, 8_ =0,
ot ot

de donde resulta, en todo el sistema, la invariabilidad de la distribucion eléctrica ficticia equivalente
a la polarizacion dieléctrica.
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Puede suceder que ni la corriente de conduccién ni la corriente de desplazamiento sean
separadamente uniformes, sino que la corriente total, cuyos componentes son (u +U ), (v +V), (w +
W ), sean uniformes; entonces, se verificara, en cada punto de un medio continuo, la igualdad

o —y O . O _
(12) S—X(u+u)+g(v+v)+§(w+w) =0

y, en cada punto de una superficie de discontinuidad, la igualdad

(13) (u, + 1, )cos(N, x)+(v, +7,)cos(N, y)+ (w, + W, )cos(N, z)+
\72

+(u, + 1, )cos(N,x)+ (v, +V,)cos(N, y)+(w, + W, )cos(N ,z) =0

De estas igualdades (12) y (13) derivan, en virtud de las igualdades (1), (2), (10) y (11), las
igualdades

(14) %(a+e) =0,
(15) E(2+ E) = 0.
8t

La distribucion eléctrica real puede variar de un instante a otro; es lo mismo que con la
distribucion ficticia equivalente a la polarizacion dieléctrica; pero en cada punto de un medio
continuo o de una superficie de discontinuidad, la suma de la densidad eléctrica real y la densidad
eléctrica ficticia mantienen un valor independiente del tiempo, de modo que las acciones
electrostaticas que se ejercen en el sistema siguen siendo los mismos de un instante a otro.

Admitir que la corriente total es siempre uniforme seria, para aquel que al mismo tiempo
reconoce la legitimidad de todas las ecuaciones precedentes, negar los fendmenos electrostaticos
méas conocidos; seria, por ejemplo, negar que un condensador pueda descargarse a través de un
conductor estacionario insertado entre las dos armaduras.

La suposicion de que en cualquier sistema, bajo cualquier circunstancia, la corriente total es
siempre uniforme, es, segun todos los comentaristas de Maxwell, uno de los principios esenciales
sobre los que descansa la doctrina del fisico escocés. Sigamos, a través de sus escritos, cobmo se
formo esta hipotesis.

En la memoria: On Faraday's Lines of Force, el primer trabajo de Maxwell dedicado a las
teorias de la electricidad, no hay ninguna cuestion referida a la corriente del desplazamiento; sélo se
considera la corriente de conduccién; lo que se dice en ese trabajo concuerda facilmente con las
consideraciones generales que hemos expuesto en el § 1; en particular, Maxwell admite (*) que la

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 192.
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suma (5“+5V+5Wj tiene un valor, generalmente, diferente de cero, que él designa con 4mnp; él
ox oy oz

agrega solamente estas palabras: "En una amplia clase de fendmenos, que incluye todos los casos en
que las corrientes son uniformes, la cantidad p desaparece."

En la siguiente pagina; basandose sobre las propiedades electromagnéticas conocidas de una
corriente cerrada ('), Maxwell muestra que los tres componentes u, v, w de la corriente de
conduccién pueden expresarse en la forma

-

_u2r_ 3B

oy oz

(16) J_oy=0_ o
8z OX

_w=OB_da

oX oy

o, B, v, son tres funciones de X, y, z, que él llama: las componentes de la intensidad magnética. De
estas igualdades se deduce facilmente la relacion (4); por lo tanto, se aplican s6lo a flujos
uniformes. Esta conclusion no debe sorprender, la uniformidad de la corriente se postula en las
premisas mismas del razonamiento que da las igualdades (16)

Maxwell resalta esta conclusion, pero se cuida de no deducir la imposibilidad de una corriente
no uniforme: "Se puede observar", dice, "que las ecuaciones precedentes dan, por diferenciacion,

ou dv dw
—+—+—=0

ox 8y oz

que es la ecuacion de continuidad de las corrientes uniformes. Por lo tanto, nuestras investigaciones
por el momento se limitaran a las corrientes uniformes. Ademas, sabemos poco sobre los efectos
magnéticos producidos por las corrientes que no son uniformes."

Es, a partir de la memoria: On physical Lines of Force que se introduce en el trabajo de
Maxwell, la distincion entre las corrientes de conduccion y las corrientes de desplazamiento.

En el punto (X, y, z), la velocidad instantanea media de rotacion del éter tiene por componentes
a, B, v; esta velocidad representa (), en la teoria cinética que Maxwell desarrolla en esta memoria,
la intensidad del campo magnético; poniendo entonces

" Volveremos sobre esta demostracion en el Capitulo 11, §1.
“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 460.
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8_7_@__47“]
oy oz

(17) 19% 3 __ypy
0z Ox
@—8—a=—4nw
ox dy

Maxwell admite (") que u, v, w representan, en el punto (x, y, z) las componentes de la corriente
de conduccidén, por lo tanto, la corriente de conduccion es uniforme por definicién. Esta
proposicion puede parecer sorprendente en un escrito en el que, implicitamente, la verdadera
densidad eléctrica se supone siempre igual a cero, y donde, sélo, se introduce la densidad eléctrica
ficticia, equivalente a la polarizacion dieléctrica.

Esto esta vinculado () a los componentes de la corriente total por la ecuacién de continuidad:

3 —y, O . O _\  oe
l —_— _— —_— =
(18) 8x(u+u)+8y(v+v)+82(w+w)+ P 0

que, por las igualdades (17), también se puede escribir:

ou oV ow e
—+—+—+—_—=0
ox 8y oz ot

Por lo tanto, dado que, en esta memoria, Maxwell definid las corrientes de conduccién como
esencialmente uniformes, tuvo el cuidado de no plantear el mismo postulado respecto de las
corrientes de desplazamiento.

También en la memoria: A dynamical Theory of the electromagnetic Field; con la ayuda de las
leyes conocidas del electromagnetismo, leyes que presuponen esencialmente corrientes cerradas y
uniformes, Maxwell establecié (1) las ecuaciones (17), que considerd que se aplican a todas las
corrientes de conduccion; por lo tanto, admitié que estas corrientes son siempre uniformes. Pero se
cuidé de no extender esta proposicion a la corriente total; él verifico (") la igualdad (18), que
implica, para la corriente de desplazamiento, la igualdad (19).

Cuando, en esta misma memoria, Maxwell desarrolla la teoria de la propagacion de corrientes
de desplazamiento en un medio dieléctrico, tiene cuidado de no pretender que estas corrientes son
siempre y necesariamente corrientes transversales, sujetas a la condicion

ou oV ow
—+—+—=
ox oy oz

™ J. Clerk Maxwell, Loc. cit., vol. I, p. 462.

" Ibid., igualdad 113, vol. I, p. 496.

"J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 557.

3. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 561, igualdad (H).
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Por el contrario, admitio que en cada punto la densidad aparente e puede variar de un instante a
otro, y establecié (*) la ley que rige esta variacion; Sin embargo, para deshacerse de las corrientes
longitudinales que se introducirian y que obstaculizarian la teoria electromagnética de la luz, agreg6
estas palabras: "Si la sustancia es un aislante perfecto, la densidad e de la electricidad libre es
independiente del tiempo." Nada en las ideas de Maxwell en esta memoria 0 en sus escritos
anteriores justifica esta conclusion, la densidad e, vinculada a las variaciones en el desplazamiento
eléctrico, de ninguna manera depende de la corriente de conduccion.

La teoria electromagnética de la luz, sin embargo, requiere que las corrientes de desplazamiento
en un dieléctrico no conductor se propaguen de acuerdo con las mismas leyes que los pequefios
movimientos en un sélido elastico y no compresible(o); los principios postulados por Maxwell en
sus diversas memorias no satisfacen este requisito; no ocurre lo mismo con la teoria singular que
desarroll6 Maxwell en su Treatise on Electricity and Magnetism y que hemos denominado su
tercera Electrostatica.

No existe ninguna otra parte de carga eléctrica que la carga ficticia debida a la polarizacion
dieléctrica, ni otra densidad que las densidades e, E. Es a estas densidades que los componentes de
la corriente de conduccidn estaran conectados por las relaciones de continuidad expresadas en su
forma habitual. En cada punto de un medio continuo, tendremos ()

(19) 8_u+6_v+8_w+8_e=0
ox 9oy oz ot
y en cada punto de una superficie de discontinuidad, tendremos (")

(20) u, cos(N,x)+v, cos(N,y)+w, cos(N,z)+u, cos(N,x)+v, cos(N, y)+w, cos(sz)+é;—|tE =0

Pero, por otro lado, las densidades e, E estan relacionadas con los componentes A, B, C, de la
intensidad de la polarizacion dieléctrica, que Maxwell designa por f, g, h y que denomind
componentes del desplazamiento; la relacion entre estas cantidades esta dada por las siguientes
igualdades, que comentamos en la primera parte de esta escrito (T) y que Maxwell tuvo cuidado de
recordar (") junto con las igualdades que acabamos de escribir:

*1bid., vol. I, p. 582.

¢ _les petits mouvements dans un solide élastique et non compressible" en el original (N. del T.)

“ 1. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, traduccion francesa, t. 1, p. 506, igualdad (2). Se
observara que este parrafo contradice lo que afirmd Maxwell en la pagina 470, donde parece admitir que toda corriente
de conduccién es uniforme, conforme a sus antiguas ideas.

™ J. Clerk Maxwell, Loc. Cit. t. I. p. 510, ecuacién (5).

" Primera parte, igualdades (91) y (92)

3. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, traduccion francesa t. 1, p. 506, igualdad (1); p. 510,
igualdad (4).
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(21) e=8—A+8—B+£
ox o8y oz

(22) E= Alcos(le)+ B, cos(le)+ Clcos(le)+ Azcos(Nzx)+ B, cos(Nzy)+ Czcos(sz).

Derivando estas igualdades con respecto a t, teniendo en cuenta las igualdades (3) que definen
las corrientes de desplazamiento, encontramos

(23) 8_u+8_v+8_w_8_e=
ox o8y oz ot

(24) u cos(le)+ v, cos(le)+ W, cos(le)+ U, cos(Nzx)+ v, cos(Nzy)+ W, cos(sz)—Z—f =0

No es sorprendente que estas igualdades difieran en el signo de los términos 6e/6t y 6E/6t, de las
igualdades (10) y (11), que se derivan de la teoria habitual de la polarizacion dieléctrica y que
Maxwell admiti6, antes de haber concebido la electrostatica particular que desarroll6 en su Treatise.

Sumando miembro a miembro las igualdades (19) y (23) por un lado, y las igualdades (20) y
(24) por el otro; encontramos en cada punto de un medio continuo, la igualdad
O (u+T)+ (v 7)+ 2 (wtw)=0

25 —
(2) oX oy oz

y, en todo punto de discontinuidad superficial, la igualdad
(26) (Ul. + Ul)cos(le)+ (v1 + \Tl)cos(le)+ (Wl + v_vl)cos(le)+
+ (u2 + Uz)cos Nzx)+ (v2 + Vz)cos(Nzy)+ (w2 + v_vz)cos(sz)z 0
Por lo tanto, la Ultima teoria electrostatica adoptada por Maxwell conlleva las siguientes
consecuencias:

No solo, en un medio continuo, los componentes de la corriente total satisfacen la misma
relacion que los componentes de la corriente dentro de un liquido incompresible, sino que también,
en la superficie de separacion entre dos medios diferentes, la corriente total no experimenta cambios
repentinos en su magnitud o en la direccién. La corriente total, en cualquier sistema, corresponde a
una corriente cerrada y uniforme.

Desde el momento en que Maxwell concibio su tercera electrostatica, previo esta consecuencia,
tan favorable a sus ideas sobre la teorfa electromagnética de la luz. En una nota ('), donde sefiala

“J. Clerk Maxwell, On a method of making a direct comparison of electrostatic with electromagnetic force; with a
note on the electromagnetic theory of light, leida en la Royal Society of London el 18 de junio de 1868 (Philosophical
Transactions, vol. CLVIII. — Scientific Papers, vol. 11, p. 139).
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que la polarizacion de una placa dieléctrica colocada entre dos conductores va desde el conductor A,
positivamente electrificado, al conductor B, electrificado negativamente, sefiala que eso lo condujo
inevitablemente a su tercera electrostéatica, ya que él admitia que no habia otra electrificacion que la
ficticia. Por eso agregd: "Si los dos conductores en cuestion estan unidos por un cable, una corriente
atravesara este cable de A hasta B. Al mismo tiempo, se producird una disminucion en el
desplazamiento en el dieléctrico. Esta disminucion sera electromagnéeticamente equivalente a una
corriente que cruzaria el dieléctrico de B hasta A. De acuerdo con este punto de vista, la corriente
que se obtiene al descargar un capacitor circula por un circuito cerrado."

Mas tarde, en su Treatise on Electricity and Magnetism, Maxwell retoma () las mismas
consideraciones con mas desarrollos:

"Consideremos", dice, "un condensador formado por dos placas conductoras A y B, separadas
por una capa dieléctrica C. Sea W un cable conductor que une A y B, y supongamos que, por la
accion de una fuerza electromotriz, una cantidad Q de electricidad positiva se transporta de B hasta
A ... Al mismo tiempo que una cantidad de electricidad Q es transportada por la fuerza electromotriz
a lo largo del cable de B hasta A, cruzando todas las secciones del cable, una cantidad igual de
electricidad pasa a través de todas las secciones del dieléctrico de A hacia B, en virtud del
desplazamiento eléctrico.”

"Durante la descarga del capacitor, se producird un movimiento opuesto de electricidad. En el
cable, la descarga es Q de A hacia B. En el dieléctrico, el desplazamiento desaparece, y una cantidad
Q pasa a través de todas las secciones de B hasta A."

"Por lo tanto, todos los casos de electrificacion y descarga se pueden considerar como
movimientos que se ejecutan en un circuito cerrado de manera que, al mismo tiempo, en cada
seccion pasa la misma cantidad de electricidad, es asi, no sélo en el circuito voltaico, para el cual
eso siempre se habia reconocido, sino también en los casos donde generalmente se suponia que la
electricidad se acumulaba en ciertos puntos.”

"Esto nos conduce a una consecuencia muy notable de la teoria que estamos considerando, a
saber, que los movimientos de la electricidad son como los de un fluido incompresible.”

En el "Treatise..." de Maxwell, a este pasaje le sigue la siguiente oracion: "... Es decir, en todo
momento debe entrar en un espacio cerrado, tanta electricidad como de él salga.”

Al escribir esta oracion, Maxwell olvidé por un momento el significado muy peculiar de esta
proposicion en su Gltima teoria: que la corriente total es uniforme, para devolverle el significado
que tenian en la mente la mayoria fisicos, quienes lo seguian en sus primeros escritos. Pero este fue
un descuido obvio. Es cierto que los componentes de la corriente total satisfacen las relaciones (25)
y (26), analogas a las que caracterizan a una corriente uniforme; pero no es cierto que la cantidad de
electricidad contenida en un espacio dado sea siempre invariable, ni que las cantidades 6e/6t 'y
OE/dt sean en todas partes iguales a O; esta es una de las caracteristicas paradojicas de la ultima

™ J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, traduccién francesa t. 1, p. 71.
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teoria de Maxwell, que la uniformidad de la corriente total de ninguna manera implica la
invariabilidad de la distribucion eléctrica ni de las acciones electrostaticas.

Sin embargo, si bien no es cierto que la cantidad de electricidad contenida en una superficie
cerrada, permanece invariable, esta proposicion se convierte en realidad cuando la superficie
cerrada contiene s6lo corrientes de desplazamiento, sin rastro de corrientes de conduccién, o bien
solo corrientes de conduccion, sin rastros de corrientes de desplazamiento; Para convencerse de
ello, basta con mirar las igualdades (19) y (20), o las igualdades (21) y (22). Entonces cuando
Maxwell, desarrollando, en su tratado, la teorfa electromagnética de la luz, escribi6 (): "Si el medio
no es conductor ... la densidad en volumen de la electricidad libre es independiente de t", él afirmé
una consecuencia necesaria de la doctrina desarrollada en el Treatise, mientras que la misma frase,
escrita por él, referida al mismo tema, en su memoria: A dynamical Theory of the electromagnetic
Field, constituyé un paralogismo, en contradiccion con las ideas admitidas en el curso de esta
memoria.

Pero si la distribucion eléctrica no puede variar dentro de un cuerpo conductor no dieléctrico, ni
dentro de un dieléctrico no conductor, esta distribucién puede variar de un instante a otro en la
superficie por la cual un medio conductor encierra a un medio dieléctrico; estas variaciones dan
lugar a fendmenos de carga y descarga que se estudian en electrostatica.

8§ 4. Volviendo a la tercera electrostatica de Maxwell, ¢qué tanto podemos estar de acuerdo con
la electrostatica convencional?

Como hemos visto [Parte I, Capitulo IV, § 3] en su tercera electrostatica, Maxwell evito
establecer alguna relacién entre la funcidon ¥ y las densidades e, E, distintas de las igualdades (103)
y (105). Por lo tanto, uno podria creer que es permisible repetir aqui todo lo que hemos dicho en la
Parte I, Capitulo Ill, § 4; expresar como ilusoria la tercera electrostatica de Maxwell; declarar que
ella no contiene los elementos necesarios para expresar mediante ecuaciones el mas minimo
problema de distribucion eléctrica.

Seria atin més tentador formular tal juicio que, en su Treatise on Electricity and Magnetism,
Maxwell no utiliza esta electrostatica; ni siquiera aborda la solucion de los dos problemas que, en
sus memorias: On physical Lines of Force y A dynamical Theory of the electromagnetic Field,
habia intentado resolver; no se ocup6 ni de la teoria del capacitor ni de la teoria de las fuerzas que
se ejercen entre los cuerpos electrificados.

Sin duda, en su Treatise, uno lee bien los capitulos o partes de capitulo que tratan sobre la
distribucidn eléctrica o de las fuerzas electrostaticas. Pero los razonamientos que se desarrollan alli,
las formulas empleadas en él, de ninguna manera se derivan de la electrostatica particular cuyos
principios hemos analizado; ambos dependen de la electrostatica basada sobre las leyes de Coulomb
y de la electrostatica clasica creada por Poisson.

“J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, traduccién francesa t. Il, p. 488.
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Sin embargo, el juicio que acabamos de esbozar seria injusto; en el sistema de Maxwell uno
puede obtener una ecuacion para un problema electrostatico; basta con introducir las suposiciones
adecuadas que reemplacen la expresion analitica de la funcién potencial deducida, en la teoria
ordinaria de las leyes de Coulomb.

Dentro de un cuerpo conductor, los componentes de la corriente de conduccion son
proporcionales a los componentes de la fuerza electromotriz; para que haya equilibrio, las primeras
deben anularse con las segundas, de alli que se expresen mediante las igualdades.

oY _ ¥ _, 8% .
OX oy 0z

En la misma masa conductora, la funcion ¥ tendra, en cada punto, el mismo valor.

Dentro de un cuerpo no conductor, la corriente de conduccion sera cero en todas sus partes. A
partir de ello, las igualdades (25) y (26) se vuelven

ou oV ow
—+—+—=0
ox o8y oz

1, cos(N,x)+ v, cos(N, y)+ W, cos(N,z)+ T, cos(N,x)+ 7, cos(N, y ) + W, cos(N,z) = 0
O bien, en virtud de las igualdades (23) y (24)

Se_,  SE_,
ot ot

Dentro de un cuerpo aislante continuo o en la superficie de contacto entre dos cuerpos aislantes
diferentes, la distribucidn eléctrica es invariable. En general, postulamos que las dos densidades son
iguales a cero:

e=0y E=0

En verdad, este postulado no estd explicitamente establecido en los escritos de Maxwell, pero se
puede decir que esta implicito en él; en cada instante Maxwell, como hemos visto, repite que la
carga eléctrica, que es el efecto residual de la polarizacion, no se siente fuera del dieléctrico, sino
solo en la superficie de contacto del conductor y el dieléctrico; ademas hemos citado pasajes de
Faraday y Mossotti donde estos autores expresaron una opinion similar. Interpretaremos el
pensamiento de Maxwell sin distorsionarlo al expresar que las dos densidades eléctricas son cero en
cualquier medio aislante.

Debe sefialarse que, en la teoria clasica, uno esta obligado a introducir un postulado que tenga
analogias con el precedente; alli, ademas de la polarizacién dieléctrica y la carga eléctrica ficticia
que le es equivalente, se considera una carga eléctrica verdadera; en un cuerpo no conductor, este
Gltimo afecta una distribucion invariable que, en cada problema, uno debe considerarlo como dado;
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y, en la mayoria de los casos, se supone que la carga eléctrica verdadera es nula en todos los puntos
de los cuerpos aislantes que se consideran; pero esta hipdtesis no prejuzga nada sobre la
electrificacion ficticia y la polarizacion a la que ella equivale.

En el sistema de Maxwell, ademas de la carga eléctrica aparente que es equivalente a la
polarizacion dieléctrica, no se encuentra mas que carga eléctrica verdadera; sélo la tltima existe. En
los malos conductores, ella muestra el cardcter de invariabilidad, atribuido por la teoria clésica, a la
verdadera carga eléctrica; es ella quien debe ser considerada como un dato.

Si igualamos a cero las densidades e y E, las igualdades (103) y (104) de la primera parte se
transforman en la igualdad

OX ox ) oy oy | oz oz

verificada en todo punto de un medio aislante continuo y en la igualdad

kK, ik, o
SN, N,

que se verifica en la superficie de separacion de dos medios aislantes distintos.

Asi obtenemos ecuaciones que determinan la funcién ¥ vy, lo que es mas importante, estas
ecuaciones son las que servirian para determinar la funcion potencial electrostatico, segun la teoria
clasica, en un sistema donde cada dieléctrico tendria un poder inductor especifico proporcional a K.

La analogia entre la teoria de Maxwell y la teoria clasica es completa, en el caso en que los
conductores estan inmersos en un Unico dieléctrico homogéneo. En este caso, la funcion W,
constante en el interior de cada conductor, debe verificar en el espacio interpuesto la igualdad AY =
0; una vez determinado por estas condiciones, la funcién ¥ a su vez determina la densidad
superficial de cada conductor por la igualdad (104) de la Primera parte, que se convierte en

Y _ 4
8N, K

Por consiguiente, queda claro que uno puede escribir
1fE
w- L j Eds
KJr
la integral se extiende a todas las superficies electrificadas. La energia electrostatica tiene valor

U= 1-‘-‘I’EdS
2
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0 hien

U :i” EE isds'
2K r

Comparemos estas formulas con las dadas por las teorias clésicas, cuyos principios se recuerdan
en el Capitulo | de la Primera parte.

Supongamos que, en un medio impolarizable, dos cargas eléctricas q y ' separadas por la
distancia r, se repelen entre si con una fuerza ¢ qq'/r’>. Sea F el coeficiente de polarizacion del
medio dieléctrico y sea V la funcién potencial electrostatico total que, en el Capitulo indicado,

denota la suma (V + V ). Sea T la densidad superficial real de la electricidad; ella corresponde a una
densidad total, tanto real como ficticia,

_ )y
1+ 4relF

La funcion V, constante para cada cuerpo conductor, es armonica en el seno del dieléctrico;

evidentemente, es la misma que la funcién :
1+ 4reF

Por lo tanto, en la superficie de contacto entre un conductor y un dieléctrico,

8—V=—41tA
oN,

que se puede escribir

) gV 4me
=- p
8N, 1+4neF  (1+4meF)?

Finalmente, la energia electrostatica tendra por valor

U =3H£d3d3'
2 r

que se puede escribir

U= © j I 2 4sds
2(1+4neF)2dd r

Vemos que se puede pasar de las formulas de Maxwell a estas si se reemplaza

E por z
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¥ 0 eV
1+ 4meF
2
p nor (1 + 41rsF)
€

La analogia entre las dos teorias es ahora completa.

En el caso en que el sistema contiene un dieléctrico heterogéneo o varios dieléctricos distintos,
la analogia entre la teoria de Maxwell y la teoria cléasica ya no es tan completa.

Supongamos que los conductores 1 estan sumergidos en un medio dieléctrico 0 homogéneo e
indefinido y que en este medio hay otro cuerpo dieléctrico, también homogéneo, 2; a los
dieléctricos 0 y 2 les corresponden a los valores Ko, K, del coeficiente K.

La funcién ¥, que es continua en todo el espacio y constante dentro de cada uno de los
conductores, satisface la ecuacion AY = 0 tanto dentro del dieléctrico 0 como el dieléctrico 2.

En la superficie de separacion del dieléctrico 0 y el dieléctrico 2, se verifica la relacion

(@) KOS—\P+ Kls—\P=O
oN, oN,

En la superficie de contacto entre el cuerpo 1y el dieléctrico 0, hay una densidad superficial Ejo
dada por la igualdad

K, 8%
b E,=——2
®) Y 4r 8N,
y la energia electrostatica tendra por valor
1
() U =2 | ¥E.dS, .

Comparemos estas relaciones con las que da la teoria clasica.

La funcion V, continua en todo el espacio y constante dentro de los conductores, es armonica
dentro de los dieléctricos.

En la superficie de contacto de los dieléctricos 0 y 2, tenemos

oV )\
(OL) (1+4158F0)ST+(1+4158F2)8T= 0

0 2
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En la superficie de contacto entre el conductor 1 y el dieléctrico 0, habrd una densidad
superficial real

_ 1+4neF, 8V

®B) Eo= an 8N,

En la superficie de contacto entre los dos dieléctricos habra una densidad superficial, puramente
ficticia,

1(8v &V
' Ay=—— +
(#) ? 4n [SNO SNZJ

__&(F,-F,) 8V
~ 1+4meF, 8N,

y, en general, esta densidad no es nula si F, no es igual a Fo.

La energia electrostatica tendra por valor

€ €
U= Z—IVAlOdSlo + EIVAZOdSZO

() U= © )Ivzlodslo + ZIVAzodszo

2 (1+ 4neF,

¢Podremos pasar del primer grupo de férmulas al segundo reemplazando Ejq por Xi0 € ¥ por
AV, siendo A una constante convenientemente elegida?

La comparacion de las igualdades (b) y (B) dara
(1+4neF,)= K\
La comparacion de las igualdades (a) y (o) dara

1+4neF, K,
1+4meF, K,

y, de una manera general, se tendra
KA = (1+ 4meF)

La igualdad (c) se convertiria en
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A
U = EIVZlOdSlo .

Si hacemos

I :
1+ 4neF,

encontrariamos el primer término de la expresion (y), pero no el segundo.
Llegamos asi a la siguiente conclusion:

Si 0 denota al medio etéreo polarizable donde se supone que todos los cuerpos estan
sumergidos; si Fq es el coeficiente de polarizacién dieléctrica de este medio; si F es el coeficiente
de polarizacion dieléctrica del cuerpo sumergido en este medio; si, finalmente, en las ecuaciones de
la tercera electrostatica de Maxwell se reemplaza:

La densidad eléctrica E en la superficie

de los conductores por la densidad eléctrica real X,

La funcion ¥ por la funcion eV/(1+ 4neFo), donde V
es la funcion potencial electrostatico,

El coeficiente Ko por (1+ 4neFo)?le,

El coeficiente K; por [(1+ 4neFo) (1+ 4meFo)]/e,

Y larelacion Ky/Kg por (1+ 4neF,)/ (1+ 4neFy),

encontramos las formulas mediante las cuales la electrostatica cldsica determina el valor de la
funcién potencial en todo el sistema y la distribucion real de la electricidad en los conductores, de
modo que para estos problemas, las dos electrostaticas brindan soluciones equivalentes.

La equivalencia continGa si uno quiere estudiar las fuerzas ponderomotrices producidas entre
conductores electrificados en un sistema que no contiene otro dieléctrico que el medio 0.

Pero si hay otro dieléctrico 2, la transformacion previa, aplicada a la energia electrostatica de
Maxwell, no da la energia electrostética convencional; le falta el término

EIVAZOdSm:—iJ-V LLALLAS
2 8nd (8N, N,

__&F,-F) v e
- 20
1+4meF, d 8N,

que también se podria escribir, en virtud de las equivalencias que acabamos de indicar,
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B .“‘P 8Y 8% s, = 1+4n8F I i 4 s,
8\’ 8N, 8N 8N2
I‘*’[ )dsm

- _ (KZ_ KO)I\P oY d820
8n SN,

|5 AT () o

Vemos que este término no puede ser cero, si el campo eléctrico no es cero y si el dieléctrico 2
difiere del medio 0.

La presencia o ausencia de este término distinguira la ley de las fuerzas ponderomotrices que se
ejercen en el sistema consideradas de acuerdo con la doctrina clasica o segin la doctrina de
Maxwell.

Ahora, las investigaciones de M. Gouy (*), que son en este punto una continuacién natural de la
nuestra ("), han demostrado que la doctrina clasica explica perfectamente las acciones observadas
entre conductores y dieléctricos por varios fisicos, especialmente por el Sr. Pellat. Debe concluirse
que, en general, estas acciones no concuerdan con la electrostatica de Maxwell.

“ Gouy, Journal de Physique, 3% série, t. V, p. 154, 1896.
“ P. Duhem, Legons sur I'Electricité et le Magnétisme, t. 11, 1892.
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CAPITULO II.

Las seis ecuaciones de Maxwell y la energia electromagnética.

81. Las tres ecuaciones de Maxwell y las componentes de la corriente.

Supongamos que una corriente eléctrica uniforme corre a través de un cable dispuesto a lo largo
del contorno C de un area A; consideremos a esta area dispuesta de tal manera que veamos el flujo
de corriente en la direccion opuesta a las agujas de un reloj; consideremos el lado positivo del area
A (Fig. 1).

Figura 1. Corriente eléctrica uniforme C del area A cortada por un polo magnético.

Si un polo magnético, que encierra a la unidad de magnetismo austral, se coloca en presencia de
esta corriente, se somete a una fuerza de la cual a, B, y, son los componentes; esta fuerza es lo que
Maxwell llamé fuerza magnética, que, de manera mas adecuada, ahora se Illama campo magnético.

Supongamos que este polo unidad describe una curva cerrada ¢, que esta curva perfora el area A
una vez y solo una vez, y la atraviesa pasando de la cara negativa a la cara positiva; la fuerza, a la
cual el polo esta sometido, efectlia un cierto trabajo que representa la integral

J-(adx +Bdy + ydz)

extendido a toda la curva cerrada c.

Las leyes del electromagnetismo, establecidas por Biot y Savart, por Laplace, por Ampere y por
Savary, dan a conocer las propiedades de las magnitudes a, 3, y. Estas leyes conducen a la siguiente
consecuencia:
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El trabajo, del que acabamos de dar la expresion, no depende de la forma de la curva ¢ ni de la
forma de la curva C; depende sélo de la intensidad de la corriente que atraviesa la curva C; si esta
intensidad J se mide en unidades electromagnéticas, su valor es 4nJ:

(27) _" (audx + Bdy + ydz) = 4nJ

Esta igualdad puede interpretarse de manera un poco diferente. Supongamos que la curva c es el
contorno de un érea a. Si consideramos el area a ubicada de tal posicion que nos permite ver que el
polo de un iman gira en sentido inverso a las agujas de un reloj, diremos que observamos la cara
positiva del area a.

Esta claro que la corriente que pasa a través del cable C atraviesa el area a pasando del lado
negativo al lado positivo; y dado que, a través de cada seccion del cable C, el cable lleva al tiempo
dt una cantidad dQ = Jdt de electricidad positiva, podemos decir que el area a es atravesada, durante
el tiempo dt y desde el lado negativo al lado positivo, por una cantidad de electricidad positiva dQ =
Jdt. Por lo tanto, la igualdad (27) se puede escribir

(28) dt I (oudx + Bdy + ydz) = 4ndQ

Esta igualdad se extiende sin dificultad al caso en que el campo encierra cualquier cantidad de
cables atravesados por corrientes cerradas y uniformes. Si una curva cerrada c, atraviesa en una
direccion definida, el contorno de un area a y si dQ es la cantidad de electricidad positiva que, en el
tiempo dt cruza el area a desde el lado negativo al lado positivo, la igualdad (28) sigue siendo
valida.

La demostracion supone que la curva c no tiene nada en comun con los cables conductores que
transportan la electricidad: para superar la igualdad (28) de esta restriccion, serian necesarias ciertas
precauciones; Sin insistir en ello, Maxwell admitié que la igualdad (28) se extiende incluso al caso
en el que la curva cerrada c se dibuja dentro de un cuerpo del que sale corriente eléctrica de una
manera continua.

En este Gltimo caso, la cantidad dQ se relaciona, simplemente, con esas corrientes.

Sea do un elemento del area a; u, v, w las componentes de la corriente eléctrica en este punto; N
la normal a este elemento, tomada de tal manera que atraviesa el area a desde el lado negativo al
lado positivo; en el mismo sentido, y durante el periodo dt, el area do libera el pasaje a una cantidad
de electricidad

[ucos(N,x)+vcos(N,y)+wcos(N ,z)] dodt

El area entera tiene una cantidad de electricidad
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dtj[u cos(N,x)+vcos(N,y)+wcos(N,z)]do = dQ

La igualdad (28) se transforma en

(29) I(adx +Bdy + ydz)— 47:]‘ [ucos(N,x)+vcos(N,y)+wcos(N ,z)]do =0

Una férmula utilizada a menudo por Ampere y cuya forma general se debe a Stokes hace
posible escribir

[ (ax+pay+yar)=-[ KS_Y_@]COS(N (2B s ,y){@ﬁ_‘*]cosm ,z)} do.

oy oz 6z X ox oy

La igualdad (29) se puede escribir

I [(6—7—§+ 4nu]cos(N X)+ (2_a_8_y+ 4nv]cos(N ,y)+[%—2—a+ 4nchos(N z)} do=0

dy oz z OX ox oy

Esta igualdad debe ser verdadera para toda area a trazada en el interior del cuerpo que recorren las
corrientes eléctricas. Para esto, se observa sin dificultad, que es necesario y es suficiente que se
tenga, en cada punto de este cuerpo, las tres igualdades

8—y—%=—4nu
oy oz

(30) 180 __apy
0z Ox
@_8_a=_4nw
(6x dy

Estas tres ecuaciones, a las que Maxwell les atribuyd un rol esencial, se encuentran establecidas
en su memoria sobre electricidad (") mas antigua, mediante una demostracién cuyos matices
simples la distinguen de las precedentes; esta demostracion €l la reproduce () o bosqueja (7 en
todas sus escritos posteriores.

En su memoria: "On Faraday's lines of Force” Maxwell sigue las ecuaciones (30) con la
siguiente observacion: "Podemos observar que las ecuaciones anteriores dan por diferenciacion

“J. Clerk Maxwell: On Faraday's Lines of Force, (Scientific Papers, Vol. I, p. 194). En realidad, en esa memoria,
Maxwell omite el factor 4x; en otras, los signos de los segundos miembros estan cambiados, debido a una orientacion
diferente de los ejes coordenados.

™ J. Clerk Maxwell, On physical Lines of Force (Scientific Papers, Vol I, p. 462 - Traité d'Electricité et
Magnétisme, traduccion francesa, t. Il, p. 285.

" J. Clerk Maxwell, A dynamical Theory of the electromagnetic Field, (Scientific Papers, vol. I, p. 557).
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ou dv dw
—+—+—=0,

ox o8y oz

que es la ecuacion de continuidad para las corrientes cerradas. Por lo tanto, desde este momento,
todas nuestras investigaciones estaran limitadas a las corrientes cerradas; ya que sabemos poco
sobre los efectos magnéticos de las corrientes que no son cerradas."

La condicion de uniformidad impuesta a las corrientes en las premisas del razonamiento, se
refleja en las consecuencias; Maxwell, que en la época en que escribio las lineas precedentes
profesaba sobre las corrientes eléctricas, las mismas ideas que todos los fisicos, se cuidd muy bien
de concluir que todas las corrientes son necesariamente uniformes, sino solamente que la aplicacion
de las ecuaciones (30) se debe limitar a corrientes uniformes.

La misma observacion se presenta en el Treatise on Electricity and Magnetism, pero segun la
doctrina expuesta en ese tratado, ni la corriente de conduccion ni la corriente de desplazamiento
pueden ser, separadamente, no uniformes. La corriente total, obtenida por la composicion de las dos
precedentes, es siempre uniforme; las ecuaciones (30); por lo tanto, estaran exentas de cualquier
excepcion "si consideramos que u, v, w son los componentes de la corriente eléctrica total que
comprende la variacion del desplazamiento eléctrico y la conduccion propiamente dicha." En otros
términos, en todo caso se podran escribir las relaciones

ﬂ—@=—4n(u+ﬁ)

oy oz

S _or __ v
(31) 152 ax " 4ri(v +V)

@—6—a=—4n(w+w)

ox oy

82. El estado electrotonico y el potencial magnético en la memoria: On Faraday’s Lines of
Force.

El grupo de tres ecuaciones que acabamos de estudiar, no constituye todo el electromagnetismo
de Maxwell. El lo complet6 con una serie de proposiciones esenciales. La forma de esas
proposiciones, la serie de deducciones e inducciones que presentan varian de un escrito a otro, por
lo que debemos analizar sucesivamente cada una de las memorias sobre electricidad presentadas por
el fisico escocés. Segun su orden cronoldgico, comenzaremos por la memoria titulada: On
Faraday’s Lines of Force.

En esa memoria, como en los otros escritos anteriores al Treatise on Electricity and Magnetism,
Maxwell jamas tomo en cuenta las superficies de discontinuidad que puede presentar el sistema;
por lo tanto, para seguir su pensamiento, debemos suponer que dos medios distintos siempre estan
conectados por una capa de paso muy fina pero continua; es suficiente que se haga esta observacion
para que se elimine toda la dificultad de este tema.
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No ocurre lo mismo con las dificultades causadas por los errores materiales de célculo v,
especialmente, por las fallas en los signos; que son incesantes en el pasaje que nos proponemos
analizar y arrojan cierta incertidumbre sobre el pensamiento del autor.

A los componentes a, B, vy del campo magnético que a veces llama fuerza magnética, a veces
intensidad magnética y, a veces, fuerza de magnetizacion efectiva, Maxwell agrega otra magnitud,
de componentes A, B, C (), que él llama induccién magnética; esta palabra que, en escritos mas
recientes, tomard otro significado, aqui ciertamente designa la magnitud que usualmente se
considera, en la teoria del magnetismo, bajo el nombre “intensidad de magnetizacion"; de acuerdo
con las ideas de Poisson, uno debe tener [Parte I, igualdad (2)]

6A 8B &C
—+—+—=
ox o8y oz

(32) -

Siendo p la densidad de la corriente magnética ficticia que Maxwell llama la materia magnética
real (")

Entre las magnitudes A, B, C, y los componentes a., 3, y del campo existen las relaciones

_o _B _Y
(33) A= B= C=l

donde K designa a la resistencia a la induccién magnética (T); si continuamos comparando la teoria
de Maxwell con la teoria de Poisson, reconocemos que esta resistencia es la inversa del coeficiente
de magnetizacion.

Sea V la funcion continua, nula en el infinito que define la ecuacion
(34) AV +47p=0.

Esta funcion no seria otra cosa que la funcion potencial magnético introducida en la Fisica por
Poisson.

Consideremos las diferencias

“ Conservaremos aqui las notaciones de Maxwell.

™ J. Clerk Maxwell, On Faraday’s Lines of Force (Scientific Papers, Vol. I. p. 192). En realidad, el vez de p,
Maxwell escribié 4np, en otro lugar, en el pasaje indicado, el signo del segundo miembro de la igualdad (32) esta
cambiado, pero se encuentra restablecido en la pagina 201.

"J. Clerk Maxwell, On Faraday’s Lines of Force (Scientific Papers, Vol. I. p. 192).
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(35)

=
I
w
I
%

Segun las igualdades (32) y (34), esas diferencias verifican la relacion

(36) 5a + 3b + S _ 0
ox Oy 0Oz
Ahora bien, un teorema del Analisis, utilizado a menudo por Stokes, por Helmholtz y por W.
Thomson, ensefia que a tres funciones a, b, ¢, unidas por relacién (36), siempre se le pueden asociar
otras tres funciones F, G , H, tales que tengamos

_1(8H _8G
~ 4n\l 8y oz
a7 Jpo_ L(3F _3H
A\ 8z OX
co_L[36_3F
| 4 OX oY
y
38) 8F 3G 8H _,

+—+ =
ox o8y oz

Por lo tanto, las igualdades (35) se pueden escribir

aa =V _[3H 3G

Ox oy oz )

(39) lang =3V _[OF _3H
oy 0z Ox )

anc =Y _[8C _dF

| oz ox 8y )

Tomando prestada una denominacién que para Faraday significaba una concepcion bastante
vaga, Maxwell (*) da a las cantidades F, G, H el nombre de componentes del estado electroténico
en el punto (X, y, 2).

“ J. Clerk Maxwell, On Faraday’s Lines of Force (Scientific Papers, Vol. I, p. 203. Las magnitudes F, G, H son
designadas por oy, Bo Y Yo
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¢Cual serd el significado fisico atribuido a estas magnitudes? El estudio del potencial
electromagnético de un sistema nos lo ensefara.

Volvamos a las ecuaciones (30)

En un sistema en el que no hay corrientes, donde, en consecuencia, u, v, w son iguales a cero en
todas sus partes, estas ecuaciones nos ensefian que las componentes o, 3, y del campo magnético
son las tres derivadas parciales de la misma funcion; ¢Cudl es esta funcion? Guiado por la teoria
clasica, Maxwell admite (*) que es la funcién — V, por lo que, en un sistema que contiene imanes y
corriente, tenemos

8V 8V v
(40) ao=——, P=—-———, y=——F-.

oy 6z
Cuando un sistema de imanes se mueve, las fuerzas ejercidas en este sistema, de acuerdo con las
leyes clasicas que Maxwell admite y que las igualdades previas traducen, hacen algun trabajo; de
acuerdo con un conocido teorema, este trabajo es la disminucion experimentada por la expresion

1
2 fvpd
2.‘-"“)

donde la integral se extiende a todos los elementos de del sistema. ¢Por qué Maxwell () omite el
factor 1/2 y escribe estas lineas: "El trabajo total producido durante cualquier desplazamiento de un
sistema magnético es igual a la disminucion de la integral

(41) E= IVpdm

extendido a todo el sistema, integral que llamaremos el potencial total del sistema sobre si
mismo."¢? No hay ninguna razon para esto, pero es imposible corregir este error y restaurar E a su
verdadero valor. sin arruinar, por el hecho mismo, toda la deduccidn que deseamos analizar, asi que
pasemaos con pena sobre este error y continuemaos.

En virtud de la igualdad (32), la igualdad (41) se puede escribir

E=—IV %+§+§ do
ox 8y oz

#J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 202. En realidad, en ese parrafo, Maxwell escribié V, pero en la pagina siguiente el
restablece el signo exacto.
™ J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 203.
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E =j AV B e Ny
X oy 8z

Finalmente, () en virtud de las igualdades (40)
(42) E=- j' (Ao.+ BB +Cy)do.

Maxwell admitié () que esta expresion de potencial se extiende al caso en que el sistema
contiene no solo imanes, sino también corrientes. Luego, haciendo uso de las igualdades (39), se
puede escribir la igualdad (42)

COTS | LU L N [ e M(S_F_S_H)m 36 _8F)| 4,
4in OX oy oz 4in oy oz 6z  dx ox Oy
En virtud de las igualdades (40) y (34), encontramos facilmente
&V 8V &V VY (svY (svY
o—+Pp—+y—l[do=—||| —| +| —| +| — | |s®
X oy 0z oX dy oz
= IVAVdco =— 4n-“Vpd(o .
Por otra parte, teniendo en cuenta las igualdades (30), se obtiene
oH &G 6F &H 8G 8F
——o+t| ———PB+| ——— |y |do=
oy Oz 0z oX ox oy
=j b _oP F+[5_“_ﬂje+ I [ P
oy oz o0z OX ox dy
= 4nI(Fu+Gv+ Hw Xo.

Por lo tanto, la igualdad (43) se convierte en ()

(44) E= j‘Vpdco —I(Fu+Gv+ Hw Ho.

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 203. Cambi6 el signo del segundo miembro.
™ J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 203.
“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 203.
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Habiendo alcanzado esta formula, Maxwell se propuso extraer del principio de la conservacién
de la energia las leyes de la induccién electromagnética, imitando, como reconoce (), el bien
conocido razonamiento de von Helmholtz en su Memoria: Ueber die Erhaltung der Kraft.

"Imagine,” dice, "que causas externas introducen corrientes al sistema. Estas causas suministran
trabajo en dos formas.

En primer lugar, ellas superan la resistencia que los conductores que se oponen al paso de la
electricidad; si denotamos por E,, E,, E; los componentes del campo eléctrico en un punto, el
trabajo provisto para este proposito, durante el tiempo dt, es

- dtJ‘ (Exu +E,v+ EZW) do.

En segundo término, proporcionan trabajo mecanico que pone el sistema en movimiento; el
trabajo asi suministrado durante el tiempo dt es, por hipétesis, igual al aumento de la cantidad Q

durante el mismo tiempo."” Sin justificar la omision del término IVpdoa, Maxwell reduce () este

aumento a

- dt%I(Fu + GV + Hw)de

0 bien, suponiendo que u, v, w son invariables

—dtI d—Fu+d—Gv+d—Hw do.
dt dt dt

Si suponemos que las causas externas desaparecen, y que las corrientes son engendradas

exclusivamente por la induccion que el sistema ejerce sobre si mismo, el trabajo proporcionado por
estas causas externas debe ser igual a 0, de ahi que la igualdad

dtj- OI—Fu+d—Gv+d—HW dm+dtI(Exu+E v+ Ezw)dco=0
dt dt dt !

gue aun se puede escribir

(45) J-Kdd—lt:+ Exju+(2—?+ Ey)v+(dd—|?+ EZ)W:| do=0.

Verificamos esta igualdad (45) si ponemos

™ J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 204.
7 J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 204.
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(46) e =93¢ g -_96 g =_d1
dt A dt

Estas igualdades, de las cuales Maxwell () admite su exactitud, conectan las componentes del
campo electromotriz de induccion con las componentes del estado electroténico.

83. Examen de la teoria precedente.
¢Estan de acuerdo estas ecuaciones con las conocidas leyes de induccién?

Maxwell no dio una expresion analitica de las funciones F, G, H, ni de la funcién V vy, en
consecuencia, no desarrolld las igualdades (46); pero es facil compensar su silencio.

La funcion V, segln su opinion repetida muchas veces, es la funcion de potencial magnético y
viene dada por la igualdad

( ) 51 51 51
47 ViX,y,z)= r+B,—"—+C,—/|d
(47) y J-(Althl 18y1 1521] 0,

En consecuencia, las condiciones impuestas a las funciones F, G, H se determinan sin
ambigledad y dan:

F(x.y.0=[[c. 208,20
Fix,y,z)=)|C,—)/-B,—
y J‘K U8y, 1521] ®,
8 G(x,y,2) roc, 35 |g
4 v Y = —— —
48) 16buy2)= | Ag -cigr e,
( 1 1
H(X!ylz):I Blsr _AL d(‘ol
L \ 8Xl ayl

Si, en las ecuaciones (46), uno introduce estas expresiones de las funciones F, G, H, uno
encuentra, para los componentes del campo electromotriz de induccién, expresiones que
concuerdan exactamente con las leyes conocidas, en el caso donde la induccidn es producida por un
cambio de magnetizacion sin que el sistema experimente algin movimiento. El acuerdo es menos
perfecto cuando los imanes y los conductores se desplazan; falta un término que, ademas,
podriamos restaurar facilmente dejando de tratar a u, v, w como invariables y dejando constante
solo la corriente eléctrica de la cual estas tres cantidades son las componentes.

Pero una objecidén mas seria se opone a la teoria de Maxwell.

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 204.
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Si esta teoria, aplicada a un sistema en movimiento, denota la existencia de fuerzas
electromotrices de induccion, estas fuerzas electromotrices tienen el caracter de cancelarse
mutuamente cuando el sistema no contiene un iman; el movimiento de los conductores atravesados
por las corrientes seria, por lo tanto, incapaz de generar algin fenémeno de induccion.

Esta consecuencia, por si sola, es suficiente para rechazar la teoria expuesta por Maxwell en su
escrito: On Faraday's Lines of Force.

Agreguemos una observacion por la cual el lector se sentiria avergonzado al comparar las
férmulas anteriores con las de Maxwell.

En primer lugar, Maxwell, al escribir las igualdades (30), omitid, en el segundo miembro, el
factor 4r; este factor 4w, introduce lo contrario al segundo miembro de la igualdad (32) y debemos
indicar brevemente cuan ilégica es esta introduccion.

Su punto de partida es lo que, en la memoria en cuestion, Maxwell dice de las corrientes
eléctricas ().

Si u, v, w son los componentes de una corriente eléctrica en un punto de una superficie cerrada
S, la cantidad de electricidad que entra en esta superficie durante el tiempo dt es

dt“-[ucos(Ni ,x)+vcos(N;,y)+wcos(N,,z)]ds

Una integracién por partes transforma esta expresion en

(49) —dt“- 8_u+8_v+8_w dw,
ox oy Oz

La integral se extiende al volumen que limita la superficie cerrada; por un error de signo obvio,
Maxwell escribio

(49bis) +dt-‘- 8_u+8_v+8_w dw
ox oy oz

Si e designa la densidad eléctrica en un punto interior de la superficie S, la integral (49) debe ser
igual a

que da la ecuacién de continuidad

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., pp. 191 - 192.

148



Les théories électriques de J. Clerk Maxwell

du dv  ow  de

(50) —+—+—+—=0.
ox o8y oz ot
Maxwell no escribe esta ecuacion sino que escribe ()
(51) 8_u+8_v+8_wz4np
ox oy oz

sin agregar ninguna explicacion, excepto que p desaparece en el caso de corrientes uniformes.

Obviamente es posible considerar una cantidad p definida por esta igualdad; esta cantidad p sera

igual a —%Z—f. Desafortunadamente, Maxwell parece suponer que la cantidad p es precisamente
T

. oe . L, .
igual a ~ y razonar en consecuencia; es probable que esta suposicion lo guie durante la

asimilaciéon que establece (T) entre la conductibilidad eléctrica y la magnetizaciéon y lo conduce a
conectar los componentes de la induccion magnética con la densidad magnética por la igualdad

0A o8B o&C
+ —

52 —+—+—=4
(52) ox o8y oz P

que ademés, algunas paginas mas adelante ("), reemplaza por

8A, BB 8C _

(53) +—+
ox 8y oz

—4mp

Mas adelante, tendremos ocasion de volver a esta igualdad (52). Por el momento, notemos que
el uso de las igualdades (30) y (32) en la forma que hemos dado, da formulas que a veces difieren
de las de Maxwell por la introduccion o la supresion de un factor 4x; pero esta modificacion no
altera, creemos, el espiritu mismo de la teoria.

Sin embargo, hay una ultima objecién que podria hacerse a la interpretacion que hemos dado de
esta teoria. Hemos admitido sin discusion que la induccion magnética de la que habla Maxwell debe
identificarse aqui con la intensidad de la magnetizacion tal como se definié al comienzo de este
documento; que, en consecuencia, la resistencia magnética K era la inversa del coeficiente de
magnetizacion k considerado por Poisson. Esta asimilacion requiere ser discutida.

En la superficie que separa un iman de un medio no magnético, la funcion potencial magnético
V satisface la relacion [Parte I, Capitulo I, igualdad (5)]

™ J. Clerk Maxwell, On Faraday’s Lines of Force (Scientific Papers, Vol. I, p. 192, ecuacién C.)
"3, Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 180.
3. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 201.
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AV 1Y)
T 4m [Acos(N;,x)+ Bcos(N;,y)+Ccos(N,,z)]

Ni y Ne son las direcciones de la normal hacia el interior y el exterior del iman. Si las leyes de la
magnetizacién son las que Poisson ha dado [lbid., Ecuaciones (6)], el segundo miembro de la
igualdad anterior se convierte en —4nk 5V/6N;, de modo que la igualdad anterior se convierte en

3%
(54) ST + (l + 4nk)

vV,

e i

Sin embargo, Maxwell indica claramente (*) que la resistencia magnética K es igual a la
relacion

v
_N;
v
SN,
Por lo tanto, debemos poner

(55) Kot

1+ 4nk
La cantidad

(56) u=1+4nk

que es lo que W. Thomson Ilamo la permeabilidad magnética.

La resistencia eléctrica considerada por Maxwell debe ser tomada como igual al inverso del
coeficiente de magnetizacion de Poisson, o como la inversa de la permeabilidad magnética de W.
Thomson.

Los componentes de la induccion magnética se obtienen dividiendo los componentes a., 3, y del
campo por la resistencia magnética o, lo que resulta lo mismo, multiplicAndolos por la
permeabilidad magnética. Estas magnitudes estaran dadas por las expresiones

(57) A=(1+4nk)o, B=(+4nk)p, C=(1+4nk)y,
mientras que las componentes A, B, C de la imantacidn tienen valores
(58) A=ka, B=kp, C=ky.

La induccion magnética y la magnetizacion no son idénticas; sus componentes estan ligados por
igualdades
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=1+4nkA, B=1+4nkB
k k

_1+4znk

(59) A ;

, C C.

Entonces, cuando identificamos la induccién magnética de Maxwell con la intensidad de
magnetizacion, hicimos una seria confusion.

Si lo hemos cometido, es porque nos parecio que se ajustaba al pensamiento de Maxwell, y que
la teoria desarrollada nos parecia intimamente ligada a esta confusion.

Ciertamente, en las memorias que estamos analizando, Maxwell de ninguna manera ha
percibido la distincién sobre la que acabamos de insistir; proclama (*) la identidad matematica
completa de las formulas a las que conduce la teoria clasica de la polaridad magnética y las
férmulas proporcionadas por su teoria de la propagacion de la conductividad de las lineas de fuerza
magnéticas. Muchas veces, en el curso de su razonamiento, él transporta a la induccién magnética
las propiedades conocidas de la magnetizacién. En particular, el siguiente punto parece muy claro:

La confusion entre la nocién de induccién magnética y la nocion de intensidad de
magnetizacion que consideramos en la teoria clasica del magnetismo llevé a Maxwell a establecer
una relacion entre las variaciones que experimenta la induccion magnética de un punto a otro y la
densidad del material magnético. En su Tratado de Electricidad y Magnetismo, Maxwell lograra
distinguir las dos nociones de intensidad de magnetizacion e induccién magnética y ya no
establecera ninguna relacion entre las derivadas de las componentes de la Gltima y la densidad
magnética.

84.El estado electroténico y la energia electromagnética en la memoria: On Physical Lines of Force.

Nuestra intencién no es discutir aqui los problemas de Mecénica planteados por la teoria
presentada en la memoria: On physical Lines of Force; aceptando como demostradas todas las leyes
dindmicas que Maxwell enuncié sobre el medio que habia imaginado, sélo examinaremos cémo
Maxwell transportd estas leyes desde el campo de la Mecéanica al dominio de la Electricidad.

El fluido contenido en las células esta animado por un movimiento de torbellino. En un instante
t, sean en el punto (x, y, z), a, B, v, las proyecciones sobre los ejes, de un segmento igual a la
velocidad de rotacion angular y llevadas sobre el eje de rotacion del elemento dw. Ademas, sea p
una magnitud proporcional a la densidad del fluido que sufre ese movimiento de torbellino. Segun
Maxwell, un elemento de volumen dw del fluido estara sometido a una fuerza de la cual Xdw, Ydw,
Zdw son los componentes; X tiene la siguiente forma ():

2 2 2
(60) X=i iua_l_EHB'FinY a+£8(a +B tY )+ﬂ[ﬂ_8_a]+u_ﬁ 8_(,'_@ _8_1_[_
4m\ OX oy 0z 8n OX A\ dx 0z ) 4m\dy Ox) ox

" J. Clerk Maxwell, On Faraday’s Lines of Force. Scientific Papers, Vol. I, p. 458.
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Y y Z tienen expresiones analogas.

Dejando de lado el término — 8I1/8x, donde TIT representa una cierta presion, Maxwell se
esfuerza por dar una interpretacion electromagnética de los otros términos que forman el segundo
miembro de la igualdad (60).

El punto de partida para esta interpretacion es el siguiente:

Las magnitudes a., B,y, componentes de la rotacion, que figuran, en cada punto, son los
componentes del campo magnético.

Por lo tanto, si el elemento dw contiene una masa m de fluido magnético, debe someterse a una
fuerza que tenga los componentes am, Bm, ym. De acuerdo con Maxwell, entre los términos que
forman X, debemos primero encontrar el término ap, donde p = m/dw es la densidad del fluido
magnético en el punto considerado, y este término solo puede ser el primero; Maxwell fue llevado a
admitir que la densidad del fluido magnético en un punto esta dada por la igualdad

8 ) 8
61 — po+—pB+—py=4
(61) o e 5y up 5, MY =4np

Maxwell, que vuelve a dar el nombre de componentes de la induccién magnética a las
cantidades po, pp, uy, es asi llevado a retomar la igualdad (52) que habia propuesto y luego
abandonado en su memoria anterior.

¢Maxwell busca justificar esta relacion, mas que la necesidad de encontrar un cierto término
para el segundo miembro de la igualdad (60)? En este sentido escribié sélo estas pocas lineas ():

" De ese modo,

) ) )
—po+ —up+— dow =4np dw,
[qu 5y W+ uv] P
que representa la cantidad total de induccion que atraviesa la superficie del elemento dw desde
adentro hacia afuera, representa la cantidad contenida en este elemento de la materia magnética
imaginaria de un polo sur.”

Pero estas lineas van en contra del objeto perseguido por Maxwell, porque llevarian a escribir al
segundo miembro pdm, y no a 4npde.

La influencia ejercida en la mente de Maxwell por la extrafia igualdad (51), escrita en su
memoria anterior, es aqui palpable. Si o, B, y representan los componentes del campo magnético,

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 459.
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los componentes u, v, w de la corriente eléctrica deben verificar la igualdad (30). Para el segundo
miembro de X, tendremos

By(8 8o\ pB(da SB\_ (. _
(62) 4n(8x 82] 4n[8y SXJ_H(W Bw)

que representara al componente paralelo a Ox de la accion electromagnética.

Queda por interpretar el término

2 2 2
(63) Ls((l +B°+y )
8n Ox

Representa el componente paralelo al eje Ox de una fuerza que tiende a arrastrar el elemento dwo
hacia la region del espacio donde el campo tiene el mayor valor absoluto. Faraday (') ya habia
demostrado que uno podia considerar a un pequefio cuerpo diamagnético, es decir, un cuerpo para
el cual el valor de u es menor que en el medio ambiente, como dirigido a la region del espacio
donde el campo tiene el menor valor absoluto; y W. Thomson habia demostrado (") que un cuerpo
pequefo, perfectamente homogéneo era, de alguna manera, atraido por el punto del espacio donde
(o + B% + y?) tiene el mayor valor. Maxwell no dudé en ver en el término (63) el componente
paralelo al eje Ox de esta atraccion.

Pero se puede hacer una objecidn seria a esta interpretacion.

Cuando un cuerpo perfectamente homogéneo es sometido a induccién magnética, la
magnetizacidn que toma puede ser representada por una cierta distribucion de fluido magnético; las
acciones que sufre pueden descomponerse en fuerzas que solicitarian las diversas masas
elementales de este fluido magnético; la atraccién aparente ejercida sobre el cuerpo perfectamente
homogéneo por el punto donde el campo alcanza su mayor valor absoluto no es una accion distinta
de las precedentes y superpuesta a las precedentes; es solo el resultado. Por lo tanto, la
interpretacion de Maxwell lo hace encontrar dos veces, en el segundo miembro de la igualdad (60),
una accion que las leyes reconocidas del magnetismo admiten solo una vez.

Esta dificultad no es la Gnica con la que choca la teoria que estamos exponiendo.
Supongamos () que en el sistema no hay corrientes eléctricas; luego se verifican las igualdades,
u=0, v=0, w=0

que, de acuerdo con la ecuacion (30), se transformaran en

) Faraday, Experimental Researches, § 2418 (Philosophical Transactions, 1846, p. 21).

“w. Thomson, Philosophical Magazine, octubre 1850. — Papers on Electrostatics and Magnetism p. 647.
“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 464.
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S _B_, da_d&_, B_d_,
Sy &z 8z &x dx &y

Las componentes a, B, y del campo magnético seran las tres derivadas parciales de una misma
funcién;

8V 8V 8V

64 =——, :
(64) @ OX oy oz

La igualdad (61) se convertira en

) oV o 8V o ( oV
65 —|u— |+ ||+ | |=—4
(65) SX[MSX]+5y[u éSyjﬂLéSz(u 82] P

y, en una region donde p no cambia de valor cuando se mueve de un punto al punto vecino,

(66) AV = - 4nP
7]

Imaginemos que u tiene el mismo valor en todo el espacio; Supongamos que una region 1 de
este espacio contiene "materia magnética imaginaria” de modo que p difiere de 0, mientras que p es
cero en todo el resto del espacio; tendremos

(67) Vv =1J‘&dml
ndr

Por lo tanto, el campo magnético se calculara como si dos masas m, m' ubicadas a la distancia r, se
repelen entre si con una fuerza

1 mm'
por?

En el vacio donde, por definicion, p = 1, esta fuerza tiene la expresién mm'/r? dada por Coulomb,
de la cual parece que uno ha encontrado la ley. Sin embargo, no es conveniente apresurarse a
afirmar esta conclusién, porque la deduccion precedente estd subordinada a la hipdtesis de que p
tiene el mismo valor dentro de las masas imantadas y el medio interpuesto, una hipdtesis
inaceptable cuando se trata de masas de hierro colocadas en el aire.

Agreguemos esta observacion, que podria desacreditar a la teoria del magnetismo dada por
Maxwell. Segun la teoria clasica, cualquier iman siempre contiene tanto fluido magnético "boreal"
como fluido magnético "austral"; de modo que la carga magnética total que contiene siempre es
igual a 0. Esta conclusién ya no esta forzada en la teoria de Maxwell; de modo que, de acuerdo con
esta teoria, parece posible aislar un iman que contenga solo fluido boreal o sélo fluido austral.
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Las consideraciones anteriores cumplen un papel importante en la determinacion de la forma que
se debe atribuir a la energia magnética ().

El fluido, animado por movimientos en torbellino que representan el campo magnético, posee
una cierta fuerza viva*; esta fuerza viva tiene por valor

(68) E=C“‘u(a2+B2+yz)dco

la integral se extiende a todo el sistema y C es un coeficiente constante cuyo valor debe
determinarse.

Para lograr esto, Maxwell supone que el sistema no contiene corriente, en cuyo caso las
igualdades (64) son aplicables. La igualdad (68) se convierte en

2 2 2
E:(:ju V42 42 |do.
X oy oz

Luego supone que u tiene el mismo valor en todo el espacio, lo que hace posible transformar la
igualdad anterior en

(69) E=-C IuVAVdco
Finalmente, asume que la funcién V es la suma de dos funciones.
V=V, +V,
El primer término, V4, verifica, en cada punto del volumen w1, la igualdad

AV, = 4P
7]

y, en cualquier otro punto, la igualdad AV; = 0. El segundo término, V,, en cada punto de un
volumen ; que no tiene puntos en comun con w;, satisface la igualdad

AV, = — 2702
V)

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 472.

* Fuerza viva, denota una magnitud fisica dada por el producto entre la masa y el cuadrado de la velocidad de un
cuerpo en movimiento, en simbolos es mv?, o sea que la fuerza viva de un cuerpo es el doble de su energfa cinética. (N.
del T.)
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y, en cualquier otro punto, la igualdad AV, = 0. Por lo tanto, la igualdad (69) se puede escribir
(70) E =4nC I Vv, +V, Jp,do, + 4xC I Vv, +V, Jp,dw,
Ademas, el teorema de Green da la igualdad
“‘VlAVcho = IVZAVldw

donde las integrales se extienden a todo el espacio; esta igualdad se convierte facilmente en la
siguiente,

Ivlpzdmz = Ivzpldml

®; L1

que transforman la igualdad (70) en

(71) E =4xnC j‘leldcol + 4110“‘V2p2dco2 + 8TCCJ‘le2dCO2 .

Supongamos que el volumen ®; permanece invariable, asi como el valor de p; que corresponde
a cada uno de sus puntos; supongamos que el volumen w, se mueve como un sélido rigido, cada
uno de sus puntos resulta en el valor de p, correspondiente; reconoceremos sin dificultad que
lepldml,IVszdwz mantendran sus valores invariables, mientras que si denotamos por dx», 8y»,

) @y

82, los componentes del desplazamiento de un punto del elemento dw,, tendremos

dV. oV. oV
ESL\Z/lpzdco2 = LZ pz[s—le 8x, + 8_y218y2 + 8721822] do,

(72) O0E =8nC pz[%sz + %Syz + %Szzjdmz
oX, 3y, 0z,

Esta variacion de la energia debe ser igual y de signo opuesto al trabajo de las fuerzas aparentes
que ejerce el iméan en w; sobre el im&n en w,.Teniendo en cuenta el primer término de la expresion
de X (60) y de la interpretacion que €l le da, pero olvidando por completo el segundo término,
Maxwell admite que este trabajo tiene valor

dT = IPZ(alsxz +B.8y, + y1822)dm2

)
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0 bien, en virtud de las igualdades (64)

oV oV oV
dT =- —L18X, + —L8y, + —18z, |d
LZPZ(SXZ 2 ¥ 3y, Yot 8z, 2] @

Al identificar la expresion de — dT con la expresion de 6E dada por la igualdad (72),
encontramos

8nC =1

de modo que la igualdad (68) se convierte en

(73) E=§J‘u(a2+ﬁz+yz)dm.

De este modo se obtiene la expresion de la fuerza viva o energia cinética electromagnética; esta
expresion cumplird un papel considerable en los trabajos de Maxwell.

He aqui una aplicacion importante ()

Imagine un sistema donde a, B, y varian de un instante a otro. El sistema sera atravesado por
corrientes eléctricas generadas por induccion. La produccién de estas corrientes corresponde a un
cierto aumento de la energia del sistema; y Maxwell admite que si Ey, Ey, E; son las componentes
del campo electromotriz, el aumento de energia, dentro del sistema, en el tiempo dt, correspondiente
a la creacion de las corrientes eléctricas, tiene el valor

dtI(Exu +EV+ EZW) do.

La energia total del sistema, que se supone sustraida a toda accion exterior, debe permanecer
invariable, el aumento que acabamos de expresar deberd ser compensado por una disminucion de
igual magnitud de la fuerza viva electromagnética. Esta disminucion tendra por valor

dt 5o 5B &
LY VLI LA
4n.“u(a8t+56t+y8t] ®

y, entonces, se tendra la igualdad

1 Sa B Sy
74 E.u+EVv+Ew)do+— S4B E+yL|lde=0
(74) ( U+ E v+ ZW) w+4n.‘-u(a8t +B8t+78t] ()

Pero, en virtud de las igualdades (30)

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, p. 475.
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foereebo {32 () (2o (2) ()
Al HE 5]

La igualdad (74) se convierte en

E, OE E oE
J[EE ) P Y T ) P
oy oz ot 6z  Ox ot ox 8y ot

Obviamente se verificara si en cada punto,

e

8E, OE, da

z

oy Y. =u§
SE. OE, &
75 05 _ 0P
(73) 182 ox Mot

OB, oE,_ dr
ox oy et

Las tres ecuaciones que acabamos de escribir son de gran importancia; unidas a las tres
ecuaciones (30), forman lo que hemos acordado nombrar con Heaviside, Hertz y Cohn, las seis
ecuaciones de Maxwell.

Sea ¥ (x,, z, t) una funcion, definida como funcidn del tiempo t, que satisface la relacion

oE E
(76) aw+ 9Ex 05 05
X oy oz
poniendo
E, L E',
OX
Y
(77) ] Ey=_6_x+Ey
E, = _8_‘P+ E',
{ oz

las igualdades (75) y (76) dan
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(6E', OE', &

Sy & &t
SE'. SE', P
78 L
(78) 18z ox Mt

5E', 8E, &
ox oy et

] SE' ]
(79) 8EX+ y+6EZ=0.
OX oy oz

Estas ecuaciones, verificadas en todo el espacio, son tratadas por Maxwell de la siguiente manera

Sean F, G, H tres funciones que verifican las relaciones en todo el espacio

[8H 3G _ _

oy oz

oF &H
80 ] T
(80) 8z &Xx Hp

8G _oF _ _

[ &x &y Y
(81) 8_F+8_G+8_H:0_

ox 8y oz
Tendremos

oF Er oG £ oH

EXZ——, ==, Z=__
i Yoo 6t 8t
y las igualdades (77) daran
__% _3F
X Sx &t
Y &G
82 E =——"7—-——,
(82) 177" sy et
__%%¥ _8H
T 8z ot

Las funciones F, G, H que figuran en estas formulas son las componentes del estado
electroténico ya considerado por Maxwell en su memoria: On Faraday's Lines of Force. En cuando

" En realidad, en el parrafo que analizamos, Maxwell escribié —F, -G, —H, las magnitudes que nosotros analizamos
aqui. El cambio de signo que hemos introducido restablece la concordancia entre los diversos escritos de Mawell.
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a ¥ (*) "es una funcion de x, y, z, t, que es indeterminada en lo que concierne a la solucion de
ecuaciones primitivas, pero que, ciertamente, puede determinarse en cada caso particular por las
circunstancias del problema. La funcion W puede interpretarse fisicamente como la tension eléctrica
en cada punto del espacio.”

En un sistema donde se ha establecido un régimen permanente, F, G, H, no dependen ya del
tiempo y las igualdades (82) se reducen a

34

(83) E =Y y=_5_‘1’, .
X oy oz

Los componentes del campo electromotriz son respectivamente iguales a las tres derivadas

parciales de una funcion donde la forma analitica permanece absolutamente desconocida. Este es
uno de los fundamentos de la segunda electrostatica de Maxwell (7).

Al exponer este calculo, Maxwell observa con toda razén () que las ecuaciones (80) solo se
pueden escribir si tenemos en todos los aspectos.

) 8 )
84 —po+—pp+—py=0
(84) o MO ay”B o

Al compararla con la ecuacién (61) esta Gltima igualdad nos muestra que
p=0

Las ecuaciones (80) solo pueden escribirse si el fluido magnético ficticio tiene densidad cero en
todas las partes. La teoria del estado electroténico desarrollada aqui por Maxwell es incompatible
con la existencia del magnetismo; es una restriccion que Maxwell olvidé en su memoria: A
dynamical theory of the electromagnetic field.

85. El estado electrotdnico y la energia electromagnética en la memoria. A dynamical theory of the
electromagnetic field.

En el articulo titulado On Physical Lines of Force, Maxwell se esforz6 por crear un ensamblaje
mecanico cuyas propiedades pudieran considerarse como la explicacion de los fendmenos
eléctricos. En sus ultimos escritos, aungque continudé admitiendo que las acciones eléctricas y
magnéticas son de esencia mecanica, ya no buscd construir el mecanismo que las produce; de
acuerdo con la cita de Pascal, "continuo diciendo bruscamente: se hace por figura y movimiento";

" En el estudio de la induccién en un sistema inmovil, Maxwell olvid6 los términos en —-8W/8x, -8'¥/dy, —5/5z;
pero los restablecio en las formulas relativas a la induccion en el seno de un sistema en movimiento.

" Ver Primera parte, Capitulo I11.

" J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, p. 476, igualdad (57)
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pero ya no intenté "decir qué es y como se compone la maquina."* Formar la expresién de la
energia electrostatica y de la energia electromagnética; mostrar que estas expresiones se pueden
relacionar con las leyes de los fendmenos eléctricos, imitando el método de Lagrange, que deriva
las ecuaciones del movimiento de un sistema de las expresiones de la energia potencial y la energia
cinética del sistema; tales son los objetivos de la memoria: A dynamical theory of the
electromagnetic field y del Treatise on Electricity and Magnetism.

La tercera parte de la memoria: A dynamical theory of the electromagnetic field, que es aqui de
particular interés para nosotros, ofrece, en una forma extremadamente concisa, el conjunto de las
principales formulas que rigen los fendmenos eléctricos.

Una de las magnitudes que Maxwell introduce primero es el momento electromagnético (*); este
vector del cual él denota a sus componentes por F, G, H, cumple exactamente el papel que, en sus
memorias previas, atribuy6 al estado electrotonico; admite desde el principio, de hecho, que los
componentes E'y, E'y, E'; del campo electromotriz de induccion, en un sistema inmovil, estan dados
por las igualdades

st st st

o _8F L _ 8 . __&H

De estas magnitudes F, G, H, Maxwell no dio ninguna expresion analitica; pero las vinculd a los
componentes a, B, y del campo magnético. Designando por pa, uf, wy a las componentes de la
induccién magnética, escribi6 las tres relaciones ()

(6H &G
oy oz
. oF oH
80bis —_—— =
( ) ) 8z  8x up
6G _oF _
S HY

Estas igualdades, que se verifican en todo el espacio, son exactamente las mismas que las
igualdades (80). Pero a las igualdades (80) se le unio la relacion

(81) 8_F+8_G+8_H:O
ox 8y oz

de modo que se las funciones F, G, H; estdn determinadas; pero en la memoria que estamos
analizando ahora, Maxwell ya no admite la exactitud de la igualdad (81); por el contrario, escribid

*)

* Blaise Pascal, en sus "Raisons des Effets" refiriéndose al mecanicismo de Descartes, que no podia explicar el
funcionamiento del cuerpo humano, imagina que Descartes diria "cela se fait par figure et mouvement™ (N. del T).

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, p. 555.

™ J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 556.
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5F 8G  8H _

(81bis) =2 =7
ox 8y oz

J

y trata a la magnitud J como una cantidad desconocida, generalmente distinta de cero.

Desde entonces, las cantidades F ,G, H ya no son determinadas; podriamos agregar,
respectivamente, las tres derivadas con respecto a X, Y, z de una funcidn arbitraria de las variables x,
Yy, Z, t.

Cuando Maxwell escribié (") los componentes del campo electromotriz dentro de un sistema
inmovil

oy OF

T 8x ot

(82bis) 4 Ey =_8_‘P_8_G1
oy ot

_ 0¥ oH

5= % T

estimd que podia, en cualquier circunstancia, sustituir a ¥ con cualquier funcién de x, vy, z, t. La
funcién ¥ es absolutamente indeterminada y no se puede adherir légicamente a la siguiente
afirmacion (C): "La funcién ¥ es una funcién de x, y, z, t, que es indeterminada con respecto a la
solucién de las ecuaciones precedentes, ya que los términos que dependen de ella desaparecen en
una integracion extendida a un circuito cerrado, pero la cantidad y puede determinarse siempre, en
cada caso particular, cuando se conocen las condiciones presentes de la cuestién. Y debe
interpretarse fisicamente como representando el potencial eléctrico en cada punto del espacio.”

Ademas, cuando Maxwell, en su memoria: On Physical Lines of Force, escribid las ecuaciones
(80), tuvo cuidado de remarcar que serian absurdas si no tuviéramos, en todo el espacio, la igualdad

S 5 S
84 = o+ —uB+—puy=0
(84) L sy“B 5"

En esta memoria, descuida hacer esta observacion y, ademads, razona como si la igualdad (84)
fuera falsa; veremos un ejemplo de eso ahora.

Siguiendo las consideraciones () que su extrema brevedad apenas nos permite considerar como
un razonamiento, Maxwell admite (") que la energfa electromagnética viene dada por la formula

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 558 y p. 578.

" J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 558.

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, p. 541.
™ J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 562.
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(85) E=%I(FU+GV+ Hw) do

donde u, v, w representan las componentes del flujo total y donde la integral se extiende a todo el
espacio.

Permitanos aclarar las consideraciones que Ilevaron a Maxwell a esta expresion.

En el tiempo dt, el sistema libera, de acuerdo con la ley de Joule, una cantidad de calor dada en
unidades mecanicas por la expresion

dt“‘r(u2 + V2 +W2)d00,

donde r es la resistencia especifica del medio; en virtud de la ley de Ohm, esta cantidad se puede
escribir

dt I(Exu +E,v+ Ezw)dm.

Si el sistema, aislado e inmdvil, esta sometido exclusivamente a las acciones electromotrices
que, por induccidn, producen las variaciones del flujo eléctrico, la cantidad de calor liberado en un
tiempo dt es exactamente igual a la disminucién de la energia electromagnética durante el mismo
tiempo. Por lo tanto tenemos igualdad

dE +dtI(EXu+ Ev+Ew)do=0.

Al mismo tiempo, las componentes E,, .E,, E, del campo del electromotriz estan dadas por las
igualdades (82bis), de modo que la igualdad anterior se vuelve

dE—dtJ‘ 8—\Pu+8—\Pv+8—lPW dco—dt“‘ Eu+§v+ﬁw do=0.
oX Y% oz oX oy 0z

El término

J‘ e 4 ov oV
- u+ V+ w [do
oX oy oz

se puede escribir

J‘ du &v ow
—|vy| —+—+—|do
ox 8y oz

es, por lo tanto, igual a 0, si sélo consideramos corrientes uniformes, para las cuales
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du dv  oOw

—+—+—=0.
ox o8y oz

En este caso tendremos

dE =dtI 8—Fu+§v+8—HW do
ot ot ot

¢Es esta igualdad compatible con la expresion de E provista por la igualdad (85)? La igualdad da
esto

dE=1dtI Eu+§v+ﬁw dm+1dt“‘ FS—U+GES—V+H8—W do
2 ot ot ot 2 ot ot ot

Para que esta igualdad sea compatible con la igualdad (86), es necesario y suficiente que tengamos

la igualdad
I Eu+§v+ﬁw dco=I FS—U+GS—V+H8—W do
ot ot ot ot ot ot

¢Se verifica esta igualdad? No es posible decidir, porque en el articulo que estamos analizando,
Maxwell no asign6 una expresion analitica definida a las funciones F, G, H.

Aceptemos la igualdad (85). Las igualdades (30) le daran la forma

E=—i & _% F+(8—a—ﬂ)G+ 5 _da H |do
8m oy &z 6z d&x ox 8y
que, mediante una integracion por partes cambiara a
1 oH &G oF oH 6G oF
E=-— ——— o+ ——— B+ ———— |y do
8n oy oz 6z  oX ox oy
Las igualdades (80bis) daran entonces
1 2 2 2
(73) E=8—Iu(a +B°+y )doo.
T

La energia electromagnetica, determinada en la memoria A dynamical Theory of the
electromagnetic Field, por consideraciones eléctricas, resume asi la forma que, en la memoria, On
physical Lines of Force, le habia atribuido hipotesis mecénicas.
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Es mas dificil establecer el acuerdo entre estas formas de energia electromagnética y aquella a lo
que Maxwell fue llevado, en su memoria: On Faraday's Lines of Force, a partir de la teoria del
magnetismo.

Esta ultima forma viene dada por la igualdad
(44) E =IVpdco—I(Fu+Gv+ Hw) do

La densidad magnética p esta relacionada con los componentes de la induccion magnética por la
igualdad (61)

ioc+i B+i =4x
SXH Syu Szw P

0 bien, de acuerdo con la ecuacién (80bis)

Por lo tanto, la igualdad (44) se reduce a
(88) E=—I(Fu+Gv+ Hw) do.

Esta expresion de la energia electromagnética difiere de la expresion (85) tanto por la presencia
del signo — como por la ausencia del factor '/,. De hecho, como sefialamos en el § 2, la ausencia del
factor '/, proviene de una omision, y este factor podria restaurarse facilmente. Pero la contradiccion
que la naturaleza del signo introduce, entre las dos expresiones de la energia electromagnética, no
puede evitarse.

La contradiccion desapareceria si, en la definicion de la densidad magnética, dada por la
igualdad (32), el signo de p cambiase; este cambio de signo, Maxwell lo hizo accidentalmente en la
memoria: On Faraday's Lines of Force, pero el signo — lo expres6 normalmente en sus memorias
posteriores.

¢La expresion (73) de la energia electromagnética esta de acuerdo con las leyes conocidas del
magnetismo? Ya sea que en el sistema circulen corrientes 0 no, Maxwell admite que existe una
funcion @ () que él llama potencial magnético, tal que se tiene

Lo {0 6@
—8—, B: ’Y:
X

89 = - _o=
(89) “ oy 6z

La expresion (73) se convierte en

" J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, p. 566. En realidad, designo el potencial magnético mediante — ®.
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“Tend M ex TRy TH

0, mediante una integracion por partes
1 ) ) )
90 E=— — — —ny | do.
(90) 8n.‘-¢(8Xua+5yuﬁ+azwj ®

Sin avanzar en el calculo, Maxwell deberia haber notado que las igualdades (80bis) dan
inmediatamente

8 8 5
84 —po+—pp+—py=0
(84 8x Y 8z

que transforma a la igualdad (90) en
E=0

Por lo tanto, la energia electromagnética seria igualmente cero en todas las circunstancias; tal
consecuencia le habria revelado que no podia, al mismo tiempo, aceptar las igualdades (80bis) y las
igualdades (89). Maxwell no se molesto por tal contradiccion e introdujo en sus célculos la cantidad
p definida por la igualdad

) ) )
61 2 ot —pB+—py=4
(61) S po + 5y up + 5 uy = 4np

Maxwell trato a esta cantidad p como si no fuera siempre cero y reemplazo la igualdad (90) por la
igualdad

(91) E=%I(I>pdco.

A partir de esta expresion, por un razonamiento del que ya hemos visto varios ejemplos,
Maxwell se propuso extraer la ley de las acciones que se ejercen entre los dos polos de un iman.

Para lograr esto, Maxwell supuso implicitamente que p tiene el mismo valor en todo el espacio;
que la funcién ® es la suma de dos funciones Vi, V,, que son respectivamente las funciones
potenciales de dos masas magnéticas 1y 2. En todo el espacio, la funcién V; satisface la ecuacion

AV, =0,

salvo en el interior del cuerpo 1, donde satisface la ecuacion
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_ Anp,
T}

AV, =

La funcion V; satisface, en todos los puntos del espacio, la ecuacion
AV, =0,
salvo en el interior del cuerpo 2, donde satisface la ecuacion

_ Amp,
V)

AV, =
La energia magnética E se puede escribir
E=- %j‘(vl +V,)(AV, + AV, ) do
y, de acuerdo con el teorema de Green
J-VlAVcho = IVZAvldm

uno puede escribir

E=- % J' V,AV,do — % j V,AV,do — i I V,AV,de
0 bien, en virtud de las propiedades de la funcién V,

E=-— % ( I V,AV,do + I VZAVZdoo) + I V,p,do.

Supongamos que el iman 1 permanece invariable en magnetizacion y posicion y que el iman 2 se
mueve como un solido rigido que sufre una magnetizacién; también podemos decir que lleva
consigo su funcion potencial V,. Ambas integrales

IVlAVldco : IVZAVZd(o :

extendidas a todo el espacio, obviamente mantendrén valores invariables. Si denotamos por dx,,
dy,, dz, las componentes del desplazamiento de un punto del elemento dw, que pertenece al cuerpo
2, tendremos

V. SV V.
dE = —8X, + 8y, + 87, |do, .
Lpz(sxz 2t 5y, Y2 + 52, 2) ®,
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dE también es igual al trabajo interno, cambiado de signo, realizado en la modificacidn considerada.
Entonces todo sucede como si sobre cada elemento dw, del cuerpo 2, el cuerpo 1 ejerciera una
fuerza que tuviera por componentes

oV oV oV.
X=—p28—X18m2, Y=—p2§18m2, Z=—p28718c02.
2 2 2

Ademas, los caracteres analiticos atribuidos a la funcién V; requieren que tengamos

Vl=lj-&dml.
pnd r

Las componentes de la fuerza ejercida por el iman 1 sobre un elemento dw; del iman 2, son

X =—lp2dmzi Py,
7} X, d I
1 S [p

Y =-—p,do,— | Fdo,,
sz o, 8y,d r o,
1 e

Z=——p2dc02i &dml.
1 d8z,d r

Ellas son las mismas que si dos masas magnéticas m; = pidw; Y m, = podm,, separadas por una
distancia r, se repelieran con una fuerza

1mm,
por?

Esta proposicién parece estar de acuerdo con las leyes conocidas del magnetismo; en realidad, es
necesario reproducir aqui la observacion que ya hemos hecho: la teoria anterior esta intimamente
ligada a una hipdtesis inadmisible; supone que el coeficiente u tiene el mismo valor para todos los
cuerpos, tanto para los imanes como para el medio, como el aire en el que estan sumergidos.

8§ 6. La teoria del Magnetismo en el Treatise on Electricity and Magnetism.

“En este tratado”, dice Maxwell (*), "propongo describir lo mas importante de estos fenémenos
(eléctricos y magneticos), para mostrar como se pueden someter a medicion y para tratar de
encontrar las relaciones matematicas existentes entre las cantidades medidas. Habiendo obtenido asi
los datos de una teoria matematica del electromagnetismo y haber demostrado como esta teoria se

“ J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, traduccion francesa, Prefacio de la 12 edicion t.I, p. 9.
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puede aplicar al céalculo de los fendmenos: me esforzaré por sacar a la luz, tan claramente como me
sea posible, las relaciones existentes entre las formas matematicas de esta teoria y las de la ciencia
fundamental de la Dindmica; de esta forma, estaremos, hasta cierto punto, preparados para definir la
naturaleza de los fendmenos dindmicos entre los cuales debemos buscar analogias o explicaciones
de los fendmenos electromagnéticos."

Estando el objeto del trabajo tan claramente determinado, el siguiente problema debe cumplir un
papel esencial:

Dadas las leyes basicas de la electricidad y el magnetismo, que trazan las expresiones de la
energia electrostatica y de la energia electromagnética, demostrar que estas dos energias, en la
forma en que se encuentran en la memoria: On Physical lines of Force atribuyen a la energia
potencial y a la fuerza viva del medio las deformaciones mecénicas que imitan o explican los
fendmenos electromagnéticos.

Como ya hemos visto la relacion con la energia electrostatica, en una parte de este programa,
(i), examinemos ahora la determinacion de la energia electromagnética. Maxwell logrd expresar
esta energia por dos métodos diferentes; uno de estos métodos usa las leyes del electromagnetismo,
mientras que el otro, restringido a sistemas que no contienen corrientes, se basa exclusivamente en
la teoria del magnetismo.

El Treatise on Electricity and Magnetism, de hecho, expone una teoria completa del
magnetismo. Esta teoria forma la tercera parte del trabajo.

La teoria del magnetismo expuesta por Maxwell es la teoria clasica creada por los trabajos de
Poisson, F. E. Neumann, G. Kirchhoff, W. Thomson, de cuya teoria hemos resumido previamente
(") las proposiciones esenciales. En particular, él consideré la intensidad de la magnetizacion,
definida como lo hicimos en el pasaje citado.

Los componentes A, B, C de esta intensidad de magnetizacion le sirvieron a Maxwell, como a
Poisson ("), para definir la funcién del potencial magnético mediante la férmula

51 51 51
92) V=I A B e, 2 |de,.
Ox, oy, 8z,

Para esta funcién, los componentes a, 8, y del campo estan vinculados por las relaciones

v
X ' - Y=

(93) o= —g,

* Primera parte, Capitulo 1V, § 2.

" Primera parte, Capitulo I, § 1.

™ Primera parte, igualdad (1). J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, traduccion francesa, t. I1, p.
10, igualdad (8).
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Esta funcion potencial se puede expresar también por medio de las dos densidades, solidas y
superficiales, p y o, del fluido magnético ficticio por la igualdad

V=I&dml+jﬁd81
r r

y estas densidades estan relacionadas con los componentes de la magnetizacién por las igualdades

()

(94) 8—A+8—B+£=—
ox dy oz
(95) Acos (N, ,x)+ Bcos (N, ,y)+Ccos(N;,z)=-o,

ya dadas por Poisson.

Ademas de la intensidad de la magnetizacidn, pero sin confundirla, como parece haber hecho en
sus primeras obras, Maxwell considera (") la induccién magnética. Los componentes A, B, C de
esta magnitud se definen por las igualdades

A =0o+47A,
(96) B=pB+4nB,
C=y+4nC.

que las igualdades (93) también permiten escribir

A =4nA—8—V

OX

(97) <B=411:B—8—V
8y

C=4nC _V

L 0z

Al restituir su sentido magnético a la induccion magnética, Maxwell abandona la relacion que,
bajo dos formas incompatibles diferentes, queria establecer entre los componentes de la induccién
magnética y la densidad del material magnético ficticio. Con esto, niega implicitamente todo el
razonamiento, tan esencial en sus escritos anteriores, que invoco para esta relacion.

En cada punto de un medio continuo, tenemos (T)

“ Primera parte, igualdades (2) y (3). J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p.11.
™ J. Clerk Maxwell, Loc. cit., n° 400, p.28.
" Primera parte, igualdad (4).
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8V 8V 8V 8A 8B &C
s+t =4n| —+_—+_—|.

OX oy oz ox oy oz

En virtud de las ecuaciones (97), esta igualdad se convierte en (")

(98) 6_A+ 8_B+ g =0

ox 8y oz
A partir de esta Gltima igualdad, se deduce que podemos encontrar tres funciones F, G, H,
como las que tenemos

(8H _8G _ _
oy oz

©9) J8F _8H __g
0z &
oG _oF _ _
| 0x By

Maxwell escribe estas ecuaciones (") y a esta magnitud le da el nombre de vector potencial de
la induccion magnética, de la cual F, G, H son los componentes. Sobre este tema, debemos repetir
la observacion que ya hemos hecho sobre las igualdades (80bis): las igualdades (99) no son
suficientes para determinar las funciones F, G, H, ya que siempre dejamos indeterminado el valor
de la suma

6F oG &H
—t—+—.
ox Oy oz

En un cuerpo perfectamente liso donde la funcién de magnetizacién se reduce a un coeficiente k
independiente de la intensidad de magnetizacion, tenemos

(100) A=ka, B=kB, C

Il
=~
<2

y las igualdades 96, se pueden expresar

A=l+4nkA,
k

B=1+4nkB,
k

3. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 57, igualdad (17)
™3, Clerk Maxwell, Loc. cit., n° 405, p. 32, En el Treatise de Maxwell, los signos de los segundos miembros estan
cambiados debido a una eleccién diferente de los ejes coordenados.
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_ 1+4xk
k

C C.

Entre los componentes de la magnetizacion y los componentes de la induccion magnética,
encontramos las relaciones (59).

Si hacemos

(101) p=1+4nk

Las ecuaciones (96) y (100) dan ()

(102) A=pa, B=pB, C=py,

que, en los escritos anteriores de Maxwell, sirvieron para definir la induccion magnética.
Vayamos a la determinacion de la energia magnética.

Un iman 1, situado en un punto (X, y1, Z1) de un elemento dw, estd en presencia de otro iméan 2,
cuya funcion de potencial magnético es V,; estos dos imanes son solidos rigidos y cada uno de sus
elementos, esta invariablemente ligado a una intensidad de magnetizacion; mientras el iman 2
permanece inmavil, el iman 1 se desplaza; las acciones del iman 2 sobre el iman 1 efectdan un
cierto trabajo. De acuerdo con las doctrinas clasicas del magnetismo, este trabajo es igual a la
disminucion sufrida por la cantidad

1 1 1
W =J- A ; + BlL+Cli do, .
OX, A 8z,
Maxwell demostro esta proposicién (*), gue es universalmente aceptada.

Tom@ esta proposicion como punto de partida y concluyo que la energia de cualquier sistema de
cuerpos magnéticos viene dada por la expresion

(103) e=5f|Ag B 0T Jo,
2 X oy oz

donde V es la funcién de potencial magnético de todo el sistema y donde la integral se extiende a
todo el sistema. Obviamente es una hipdtesis, pero los avances recientes en termodinamica
muestran que no esta justificada; aunque debio haberle parecido natural en el momento en que
Maxwell la escribié y por lo que Maxwell la adopté (7).

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 57, igualdad (16)
#J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 18, igualdad (3)
"3, Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 304, expresion (6)
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A partir de entonces, una transformacion clasica permite escribir

1 fl(svY (svY (svY
E=—1ll| + = | +| = | |do
8n ox oy 6z
O bien, en virtud de las igualdades (93)

(104) E=%I[a2+ﬁz+yz]dm.

Esta es la expresion de la energia magnética que Maxwell () obtuvo.

Esta expresion no coincide con la expresion (73) que deseaba encontrar; ya que falta el factor p
bajo el signo de integracion. Para encontrar la expresion de la energia electromagnética que deseaba
lograr, Maxwell tuvo que recurrir a la teoria del electromagnetismo.

87. La teoria del electromagnetismo en el Treatise on Electricity and Magnetism.

Resumamos brevemente la teoria del electromagnetismo tal como Maxwell la expuso en su
Tratado.

Primero, en un sistema inmovil, pero de estado eléctrico variable, introdujo un vector, de
componentes F, G, H, que debia estar vinculado a los componentes E',, E'y, E';, del campo
electromotriz por las igualdades (T)

(105) e p o6 g M
St Y St ot

Este vector es, pues, 1o que, en sus escritos anteriores, él llamo, el estado electrotonico o el

momento electromagnético y aqui Illama impulso electrocinético ('"). Enseguida, emite esta
afirmacion ("™):

"Este vector es idéntico a la magnitud que estudiamos bajo el nombre de vector potencial de
induccion magnética. "

En apoyo de esta afirmacion, Maxwell esboza un comienzo de prueba (). Las expresiones (105)
del campo eléctrico de induccion, aplicadas a un cable cerrado e inmdvil, dan la siguiente expresion
para la fuerza de induccion electromotriz total que actla sobre este cable:

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 305, igualdad (11).

"J. Clerk Maxwell, Loc. cit., pp. 267 y 274, igualdades (B)
3. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 267.

3. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 267.
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J‘ oF dx d8Gdy o&H dz
- —+——"2+——|ds
ot ds ot ds &t ds

En esta expresion, la integral se extiende a todos los elementos lineales ds en los que el cable puede

estar dividido.

Tomemos el cable como un contorno de un &rea donde dS es un elemento y sea N una normal al
elemento dS, dirigido en un sentido adecuado; la expresion anterior podria escribirse

I[E(S_H_S_G]COS(N JX)+ E(S—F—S—H] cos(N, y)+ E[S—G—S—F]COS(N z)} ds,

ot\ 8z ox ot\ dx dy

La integral se extiende al area considerada.

Pero, por otro lado, si el cable se coloca en un medio no magnético, se sabe desde los trabajos de
Faraday que esta fuerza electromotriz esta relacionada con la variacion del campo magnético por la
férmula

_ [l %> op /4
I[ s cos(N,x)+ S cos(N,y)+ st cos(N z)} ds.

Las igualdades (105) estaran de acuerdo con las leyes de induccion en un circuito cerrado,
dentro de un medio no magnético, si se tiene

(106) s s6_ o SF 8H_ 36 _F_
oy oz 6z  OX ox oy

Estas igualdades (106) pueden considerarse casos especiales de las ecuaciones

(6H &G _

ST = (a+4nA)=—-A
oy oz

. 8F &H
8G &F
—_——=—- 4 = —
o oy (y+4nC)=-C

Las ecuaciones (106) no se justifican, pero hacen aceptable la hipétesis de Maxwell adoptando ()
las ecuaciones (99bis).

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 267, n° 592,
“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 266, igualdades (A).
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En el caso en el que el medio magnético sea perfectamente liso y donde la funcién de
magnetizacion de este medio se reduzca a un coeficiente independiente de la intensidad de la
magnetizacion, tenemos ()

(102) A =pa, B=pp, C=py

y las igualdades (99bis) toman la forma

(6H &G
oy 0Oz
. oF 6H
80bis —_———=—
( ) < 6z 6x kP
8G _oF _
| Ox Oy

ya dadas en la memoria: A dynamical Theory of the Electromagnetic Field. Unidas a las igualdades

)

O _B__sn(u+u)
oy Oz
da. Oy _
1 =
(31) 15 5x 4n(v +V)
@—8—a=—4n(w+w)
ox oy

Las ecuaciones (80bis) forman el grupo, hoy célebre, de las seis ecuaciones de Maxwell.

Las funciones F, G, H que figuran en las ecuaciones (80bis) so non enteramente determinadas, lo
hemos remarcado ya dos veces; para lograr determinarlas, se debera conocer el valor de la cantidad

Kk,

()

oF 6G oH
+—+—=

(81bis) —+—+—=1J
ox dy oz

Esta cantidad tiene un valor desconocido, lo que complica el calculo siguiente("):

Las igualdades (80bis) y (31) dan facilmente las relaciones

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 289, n° 614.

™ J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 286, igualdades (E) y p. 290.

" J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 290, igualdad (2).

" J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 290, n° 616. Este calculo ya figuraba casi textual en la memoria A dynamical
Theory of the Electromagnetic Field. (J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I. p. 581.)
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dJ _
AH — o 4'n:p.(W + W),

Entonces, si ponemos

( F'= I ul(ul + Ul)dc01 ,
r

(107) o= J' Mdml ,
r

H'= J- ul(Wl + Wl)dml ,
L r

(108) X=- 1 [Ldo,,
dnd 1,

formulas donde las integraciones se extienden a todo el espacio, tendremos

F= F'+8—X,
OX

(109) lo=g+2X,
dy

H=H+ X
L oz

“La cantidad X, afiadi6 Maxwell (), desaparece de las ecuaciones (80bis) y no se relaciona con
ningun fenémeno fisico. Si suponemos que es cero, J también es cero en todos los puntos, y las
ecuaciones (107), omitiendo los tildes en los simbolos, dan los valores verdaderos de los
componentes del vector potencial.

La cantidad X, ciertamente, desaparece de las igualdades (80bis); pero aparece en las igualdades
(105); ¢Es tan obvio que no tiene influencia sobre ningun fendmeno fisico? Sin duda, la fuerza
electromotriz total que actta en un circuito cerrado

J‘ oF dx 8Gdy &H dz
- —+——"+——|ds
ot ds &t ds &t ds

podria también escribirse

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 291.
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J‘ OF dx 6G'dy oH'dz
- —+ —+ — |ds
8t ds 8t ds ot ds

y su valor sera independiente de la determinacion atribuida a la funcion X, pero no se sigue que no
intervenga en ninguna discusion sobre Fisica; afirmarlo, seria tildar de absurdo un pasaje que
Maxwell escribié () después de lo anterior.

La fuerza electromotriz que actla sobre un circuito esta dada por la expresion

J‘ oF dx &G dy &H dz
- ——+—"+——|ds
ot ds &t ds &t ds

Maxwell concluy6 que el campo electromotriz tiene por componentes, en cada punto

(110) g,=-OF OF 8% 8GO oH.

luego agregd: "Los términos que incluyen la nueva cantidad ¥ han sido introducidos para dar
generalidad a las expresiones de E, Ey, E,. Desaparecen cuando la integral se toma a lo largo de un
circuito cerrado. Por lo tanto, la cantidad ¥ es indeterminada, al menos en lo que concierne al
problema presente, donde nos proponemos obtener la fuerza electromotriz total que actla a lo largo
de un circuito. Pero veremos que, cuando conocemos todas las condiciones del problema, podemos
asignar a ¥ un valor determinado, que es el potencial eléctrico en el punto (x, y, z).

Si la funcion W desempefia un papel en el analisis de ciertos problemas de electricidad, ¢por qué
la funcidn X no cumple alguno?

Son los dos grupos de ecuaciones (80bis) y (31) los que proporcionaron a Maxwell la expresion

de la energia electromagnética que queria obtener, mediante un calculo casi similar al que se da en
la memoria: A dynamical Theory of the Electromagnetic Field y que hemos expuesto en el 8 5.

Esta energia, segin Maxwell, tiene su primera expresion ()
E =%I[F(U+U)+G(v+\7)+ H(w+w)]do .

Las igualdades (31) la transforman en

E:_ij[(s_y_ﬁ]F+[8—a—ﬂ)G+[§—8—a]H:|dw
8n dy oz 8z X ox oy

™ J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 274.
“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 305, n® 634 a 636.
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Una integracion por partes da

1 8H &G oF &H 8G &F
o Lf[[2 0 (3 -8 (305,
8n oy oz 6z  OX ox oy

O bien, en virtud de las igualdades (99bis)
1

(111 E=8—_"[Aa+Bﬁ+Cy]dm.
T

En el caso en el que el sistema contiene solo cuerpos magnéticos perfectamente lisos, las igualdades
(102) transforman a la igualdad (111) en

(73) E=%J‘u(a2+ﬁz+yz)dm.

Asi, mediante un método electrodinamico Maxwell encuentra una expresion de la energia
electromagnética que en la memoria: On physical Lines of Force habia obtenido por medio de
hipotesis mecénicas.

Lo que expresan las ecuaciones (104) y (73) no concuerdan; este desacuerdo no escapa a
Maxwell y lo deja atascado. Primero, al hablar de la energia magnética tomada en la forma (104),
declaré (") que "esta parte de la energia se incluira en la energia cinética en la forma que vamos a
darle". es decir, en la forma (73); pero después, reconocié (') que la expresion obtenida para la
energia electromagnética, junto con el postulado de que dicha energia representa la fuerza viva, no
puede estar de acuerdo con la teoria habitual del magnetismo: "Esta forma de explicar el
magnetismo también requiere que abandonemos el método donde consideramos a un iman como un
cuerpo continuo y homogéneo, donde la parte mas pequefia tiene propiedades magnéticas similares
a las del todo, sino que debemos considerar a un iman como una cantidad muy considerable de
circuitos eléctricos ... "

Al redactar su tratado, Maxwell propuso tomar como punto de partida las leyes bien establecidas
de la electricidad y el magnetismo y traducirlas mediante ecuaciones cuya forma irian mostrando la
ligazdn entre estas leyes y los principios de la dinamica. Pero la realidad mostro estar lejos de esa
idea y, mas bien, incitaba a renunciar a una interpretacion mecanica de los fendémenos
electromagnéticos. Sin embargo, Maxwell prefirié renunciar a una de las ramas mas perfectas de la
Fisica racional, la teoria del Magnetismo; asi lo hemos visto, en nuestra Primera Parte, abandonar la
electrostatica, que era la doctrina mejor establecida por las hip6tesis mas aventuradas.

La electrodinamica de Maxwell procede de acuerdo con el método insélito que ya hemos
analizado al analizar la electrostatica bajo la influencia de las hip6tesis que permanecian vagas e

"3, Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 304.
3. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 309.
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imprecisas en su mente. Maxwell esbozé una teoria que luego no completo, de la que ni siquiera se
molesto en disipar las contradicciones; luego modificO constantemente esta teoria, le impuso
cambios esenciales que no sefial6 a sus lectores e hizo vanos esfuerzos para fijar su pensamiento
fugaz y elusivo; en el momento en que pensaba que lo alcanzaria, vio que las mismas partes de la
doctrina que estan relacionadas con los fendmenos mejor estudiados se desvanecian.

Sin embargo, ese método extrafio y desconcertante fue el que condujo a Maxwell a la teoria
electromagnética de la luz.
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CAPITULO 111

La teoria electromagnética de la luz

§1. La velocidad de la luz y la propagacién de las acciones eléctricas; investigaciones de W. Weber
y de G. Kirchhoff

Debemos remontarnos a los trabajos de Wilhelm Weber para encontrar la primera mencion,
dentro del estudio de los fendmenos eléctricos, del nimero que mide la velocidad de propagacion de
la luz en el vacio.

El primer estudio publicado () en 1846 por W. Weber, bajo el titulo Elektrodynamische
Maassbestimmungen, contenia un apéndice cuyo titulo era:

Ueber die Zusammenhang der elektrostatischen und der elektrodynamischen Erscheinungen
nebst Anwendung auf die elektrodynamischen Maasbestimmungen.

Este apéndice contiene la celebre ley de Weber.

Un cable atravesado por una corriente eléctrica es en realidad el asiento de dos corrientes de
direcciones opuestas; una, dirigido en la direccion de la corriente, transporta electricidad positiva; el
otro, dirigido en la direccion opuesta, lleva electricidad negativa; cuando la corriente es uniforme,
estas dos corrientes tienen un flujo igual.

Por otro lado, la ley de accién mutua de dos cargas eléctricas enunciadas por Coulomb es una
ley incompleta; sélo se aplica a las cargas que estan en reposo relativo; si dos cargas eléctricas e, €'
estan separadas por una distancia variable r con el tiempo t, estas dos cargas se repelen entre si por
una fuerza cuya expresion es

ee' a?(dr) a® d?r
S22 S 2
r 16\ dt 8 dt

Aplicada al calculo de acciones electrodinamicas, esta ley restaura la ley elemental de Ampére;
Aplicado a los fendmenos de induccion, formula la ley matematica.

La constante a aparece en cada una de estas leyes. Veamos, en particular, como ella figura en la
ley de Ampeére.

“W. Weber, Elektrodynamische Maassbestimmungen. Leipzig, 1846.
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Dos elementos de corrientes uniformes ds, ds' estan presentes; en el primero, una corriente de
electricidad positiva y una corriente de electricidad negativa tienen un valor comdn i; en el segundo,
estas dos corrientes tienen un valor comadn i'; € es el angulo entre los dos elementos, r la distancia
que los separa, 6, 6' los a&ngulos que estos elementos forman con la linea que va desde un punto del
elemento ds hasta un punto del elemento ds'. Esos dos elementos se repelen con una fuerza

—~ azldsrl—zds(coss - %cose cose')

Las intensidades J, J' de las dos corrientes estan relacionadas con los flujos parciales i, i' por las
relaciones

J=2i, J'=2i.
La fuerza anterior todavia se puede escribir

2 (] "
_a_w cos(e,—gcose cos@' |.
4 r 2

Hoy, esta formula generalmente se escribe de la siguiente manera:

Jds J'ds'
A? r—2

-2 [coss—gcose cose'],

A? es la constante fundamental de las acciones electromagnéticas evaluada en unidades
electrostaticas. Como puede verse, la constante a® de Weber esta ligada a esta constante A% por la
relacion

2
(112) A2 = % ,

Ademas, W. Weber pronto cambi6 la forma de su ley, la que escribi6

ee|  1(dr) 2 d’r
r? c?\ dt c? dt? |

Asf introducida, la nueva constante ¢ esta ligada a la constante a2 por la igualdad

Por lo tanto, en virtud de la igualdad (112) esta vinculado a la constante A? por la igualdad
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Es claro que ¢ es una magnitud de las mismas dimensiones que una velocidad.

Supongamos que la velocidad con la cual dos cargas e y €' se aproximan o se alejan entre si.
Cuando el valor absoluto de la velocidad de cada una es dr/dt, esa velocidad es uniforme; d’r/dt?
sera igual a 0 y las dos cargas se repeleran con una fuerza

ee' 1(drY
-5l
r co\ dt

si se cumple

E:Cz
dt '

2
.y oo 1 ee'(dr . -
Esas dos fuerzas se destruiran, la fuerza electrodinamica ———- pr serd equilibrada por la
cr

,.. €€
fuerza electrostatica —-.
r

En una memoria clasica, () W. Weber y R. Kohlrausch, determinaron experimentalmente el valor
de c; encontraron que este valor, expresado en milimetros por segundo, era

¢ =439450x10°.
De este resultado ellos expresaron la siguiente reflexion:

"Esta determinacidon de la constante ¢ demuestra que dos masas eléctricas deberian moverse con
una velocidad muy grande entre si, si quisiéramos que la fuerza electrodinamica se equilibre con la
fuerza electrostética, a saber, con una velocidad de 439 millones de metros por segundo, 0 59.320
millas, por segundo, esta velocidad supera con creces a la de la luz".

Al afio siguiente, G. Kirchhoff (") propuso deducir de la teoria de Weber las leyes segun las
cuales la induccidn electrodinamica se propaga en un cable conductor.

Sefalé que la resistencia del cable figura en las ecuaciones obtenidas, pero dividida por un
factor constante cuyo valor numérico es extremadamente grande; de modo que en un cable de cobre
de unos pocos metros de longitud, de unos pocos milimetros de radio, las leyes de variacion de la

“ R. Kohlrausch y W. Weber, Elektrodynamische Maassbestimmungen, insbesondere Zuriickfilhrung der
Stromintensitéts-Messungen auf mechanische Maas, Leipzig, 1856.
™ G. Kirchhoff, Ueber die Bewegung der Elektricitét in Dréhten, (Poggendorf's Annalen, Bd. C, 1857)
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corriente eléctrica eran esencialmente las mismas que si el cable tuviera una resistencia nula. En
este caso limite, donde se supone que el cable no tiene resistencia, la intensidad J de la corriente
eléctrica que atraviesa un conductor cerrado se expresa, en el tiempo t, mediante la siguiente
formula:

g )

s es la longitud del cable desde un origen determinado hasta el punto considerado, h una constante y
f una funcion arbitraria.

Esta corriente puede ser considerada como el resultado de la superposicion de otras dos
corrientes de intensidades respectivas

' C —-ht Y
J= —e " f|s+—t]|,
42 ( \/5]

C c
J'=———e"f|s——=t]|,
a2 [ V2 ]
o de dos ondas amortiguadas que se propagan en sentidos opuestos con una velocidad ¢/ /2 .

"La velocidad de propagacién de una onda eléctrica", dice Kirchhoff, "es, de acuerdo con esto,
igual a c/+/2, por lo tanto, es independiente de la seccion del cable, de su conductividad y, en fin, de
la densidad eléctrica; su valor es de 41.950 millas por segundo, y estd muy cerca de la velocidad
con la que la luz se propaga a través de un espacio vacio."

El analisis del movimiento de la electricidad en un cable, que condujo a G. Kirchhoff a esta
notable consecuencia, fue luego extendido (") por el mismo autor a los conductores cuyas tres
dimensiones son finitas.

El resultado obtenido por G. Kirchhoff no pudo dejar de impactar a Weber. Se comprometi6 a
someter las oscilaciones de una corriente eléctrica variable en un cable conductor, a un completo
estudio tedrico y experimental (7). Este estudio confirmé las investigaciones de Kirchhoff.
Mediante ciertas hipotesis, entre las cuales se encuentra la pequefiez de la resistencia del cable,
reconocid que "c/+/2, es el limite hacia el cual tienden todas las velocidades de propagacion, y para
el valor dado de ¢

¢ = 439450 10°, "™
S

“ G. Kirchhoff, Ueber die Bewegung der Elektricitat in Leitern, (Poggendorf's Annalen, Bd. C Il, 1857).
™ Wilhem Weber Elektrodynamische Maassbestimmungen, insbesondere iiber elektrische Schwingungen, Leipzig,
1864.
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el valor de este limite es

_° _310740%x10°. MM

J2 S

es decir, una velocidad de 41950 millas por segundo."

"G. Kirchhoff ya ha encontrado esta expresion para la velocidad de propagacion de las ondas
eléctricas, y ha observado que es independiente de la seccién del cable, de su conductividad y de la
densidad eléctrica, que su valor, que es 41,950 millas por segundo, estd muy cerca de la velocidad
de la luz en el vacio. Si esta concordancia, aproximada, entre la velocidad de propagacion de las
ondas eléctricas y la velocidad de la luz podria ser considerada como el indicio de una relacién
intima entre las dos doctrinas, merece el mayor interés; ya la basqueda de tal relacion es de gran
importancia. Pero es evidente que primero debemos considerar el verdadero significado de esta
velocidad en lo que concierne a la electricidad; y este significado no parece ser suficiente para
alentar grandes esperanzas.”

"De hecho, como hemos mostrado anteriormente, para que la verdadera velocidad de
propagacion se acerque a este limite coincidiendo con la velocidad de la luz, es necesario no sélo
que el cable sea muy delgado respecto a su largo sino, también, que este cable largo y delgado tenga
una resistencia muy pequefia. Es obvio que la velocidad real se acercara muy raramente este valor
limite y que, muy a menudo, estard muy lejos de eso."

§ 2. La velocidad de la luz y la propagacion de acciones eléctricas; investigacion de B.
Riemann, C, Neumanny L. Lorenz.

La igualdad, al menos aproximada

(114) A% = \%

donde V designa la velocidad de la luz en el vacio, es, no obstante, una consecuencia de los
experimentos de Weber y Kohlrausch y, a pesar de las aproximaciones a las que estuvo sometida la
proposicion demostrada por G. Kirchhoff, esta igualdad era demasiado Ilamativa para no ver que
marcaba una relacién intima entre la luz y la electricidad. A partir de ese momento, los fisicos
trataron de introducir en las teorias eléctricas la idea de una propagacion que ocurriria a través del
espacio con la misma velocidad de la luz.
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El 10 de febrero de 1858, Bernhard Riemann leyd una nota ante la Sociedad de Ciencia de
Gottingen titulada: Ein Beitrag zur Electrodynamik; esta nota fue publicada (") sélo después de la
muerte del ilustre analista.

El punto de partida adoptado por Riemann es el siguiente:

Supongamos que un punto M contiene, en el instante t, una carga eléctrica variable con t, q(t).
En general, se acepta que en un punto M', situado a una distancia r del punto M, esta carga eléctrica
genera una funcion potencial cuyo valor, en el mismo instante t, es q(t)/r. En el instante t, la funcion
potencial en el punto M’ es

v:Z@.

Riemann admite que en el instante t, la funcion potencial engendrada en M' por la carga del punto

1 r . . . .
M es —q(t ——) , donde a es una constante positiva. La funcion potencial en M' en el instante t es
r

Vl:zq(tr_a)'

Evidentemente, uno puede enunciar esta hipdtesis, diciendo que la funcion potencial
electrostatico, en lugar de propagarse instantaneamente en el espacio, como se admite
generalmente, se propaga con la velocidad finita a.

A partir de esta hipoétesis, Bernhard Riemann dedujo para el potencial electrodinamico mutuo de
dos sistemas, una formula que coincide con la que W. Weber habia dado, siempre que se tome

a=ﬁ.

"De acuerdo con la determinacién de Weber y Kohlrausch, tenemos

C = 439450 x 106.%

"Como resultado, a es igual a 41,949 millas geograficas® por segundo, mientras que los calculos
de Busch, basados en las observaciones de aberraciones hechas por Bradley, dan para ¢ una
velocidad de la luz de 41,994 millas por segundo y Fizeau, por una medida directa, encontrd 41882
millas por segundo."

“ Bernhard Riemann, Ein Beitrag zur Elektrodynamik Poggendorf's Annalen, Bd. CXXXI, Bernhard Riemann's
gesammelte mathematische Werke, p. 270; 1876.
* Se tomaba 1 milla geografica = 7,42 km (N. del T.)
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Por lo tanto, Riemann pudo resumir su contribucion a la electrodindmica, de la siguiente
manera:

"Encontré que uno podria explicar las acciones electrodinamicas de las corrientes eléctricas al
suponer que la accion de una masa eléctrica sobre otra no ocurre instantaneamente, sino que se
propaga con una velocidad constante; esta velocidad es, por cierto, siempre igual, salvando los
errores de la experiencia, a la velocidad de la luz."

Desafortunadamente, de acuerdo con una observacion de Clausius ('), el anélisis de B. Riemann
fue ciertamente incorrecto; el editor de las obras de Riemann, M. H. Weber, presumiblemente
supuso que el error fue reconocido por Riemann, lo que le impidid entregar su nota a la imprenta.

En 1868, mientras el escrito de Riemann era aun desconocido, la Universidad de Bonn celebrd
su quincuagesimo aniversario. Como Gratulationsschrift de la Universidad de Tubingen, el Sr. Carl
Neumann presentd un escrito titulado: Theoria nova phanomenis electricis applicanda; este escrito
contenfa el resumen de una teoria que fue, mas tarde, publicado in extenso bajo el titulo (1): Die
Principien der Elektrodynamik.

La hipdtesis fundamental de Carl Neumann fue esencialmente consistente con la de Riemann; el
autor lo expresdé en estos términos: "Nova introducitur suppositio, statuendo, causam illam
motricem, quam potentiale vocamus, ab altera massa ad alteram non subito sed progrediente
tempore transmitti, atque — ad instar lucis — per spatium propagari celeritate quadam permagna et
constante. Quam celeritatem denotabimus litera c."(")

"Ista suppositio, conjuncta cum hac altera, principium Hamiltonianum normam exprimere
supremam ac sacrosanctam nullis exceptionibus obviam, fit suppositio in theoria nostra
fundamentalis, ex qua (absque ulla ulteriore suppositione) leges ille notissima a celis Ampere,
Neumann, Weber, conditae sua sponte emanabunt."("")

Pero si la hipotesis esencial admitida por el Sr. Carl Neumann coincide con la emitida por B.
Riemann, inmediatamente se aparta de ella cuando su autor la traduce en férmulas.

Considere, dice él, dos puntos M, M', teniendo cargas eléctricas y actuando entre ellos; en el
instante t sea r la distancia que los separa. De acuerdo con lo que hemos dicho sobre la propagacion
del potencial, debemos distinguir dos tipos de potencial: el potencial de emision y el potencial
receptivo.

“R. Clausius, Poggendorf's Annalen, Bd. CXXXV, p. 606, 1869.

"' C. Neumann, Die Principien der Elektrodynamik, Mathematische Annalen, Bs. XV, p. 400.

“ Introducimos una nueva suposicion en la cuestion de la fuerza motriz que llamamos potencial que la alteracion de
una masa a otra no es subita sino que se transmite a medida que pasa el tiempo — a semejanza de la luz — y se propaga
por el espacio con cierta celeridad de magnitud muy grande y constante. A esa celeridad la denominamos con la letra c.

" Esta suposicién conjuntamente con otra, el supremo y sacrosanto principio de Hamilton, no admiten ninguna
excepcion, son las suposiciones fundamentales de nuestra teoria (sin ninguna suposicion ulterior), fundada en las
notorias y célebres leyes de Ampere, Neumann, Weber, que emanan de sus propios cimientos.
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El potencial emisivo del punto M es el potencial que es emitido por el punto M en el instante t, y
que alcanza el punto M’ sélo un cierto tiempo después; €l tiene por expresion

En cuanto al potencial receptivo, Carl Neumann lo define en estos términos: "Potentiale
receptivum vocabimus id, quod utrumque punctum recipit tempore t, aliquanto antea ab altero
puncto emissum™. Unde elucet potenciale receptivum respectu dati temporis cujuslibet formatum
idem esse ac potentiale emissivum respecta temporis cujusdam prioris formatum.""

Por consideraciones que seria demasiado largo para explicar aqui, pero que se encontraran en el
escrito titulado Die Principien der Elektrodynamik, Carl Neumann logra la expresion del potencial
receptivo o que da las siguientes igualdades:

A partir de esta expresion del potencial de emision, el uso del principio de Hamilton hace
posible obtener la expresion de la fuerza que actda en cada punto en el instante t; esta fuerza se
dirige a lo largo de la linea que une los dos puntos, es repulsiva y tiene por magnitud

e_e' 1+ i g 2 + id_zr
r c\dt ) " c®dt® |
Esta es la fuerza dada por la ley de Weber.

Para que la teoria del Sr. Carl Neumann concuerde con las leyes conocidas de la
electrodindmica, ser& necesario dar a la constante c el valor , determinado por Weber y Kohlrausch

os MM
s

€ =439450x1

" Llamamos potencial receptivo al potencial que se recibe en cada punto en un instante t cierto tiempo después que
fue emitido desde otro punto. Por lo tanto, es claro que el potencial receptivo formado con respecto en un instante dado
es el mismo que el potencial de emisién formado con respecto a cualquier instante anterior.
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Por lo tanto, el potencial no se propaga con una velocidad igual a la velocidad V de la luz en el
vacio, sino con una velocidad mayor e igual a V/2

En el mismo volumen de los Annalen de Poggendorff, donde se imprimid por primera vez la
hipétesis electrodinamica de Bernhard Riemann, Ludwig Lorenz publicé () una teoria que
concordaba con el pensamiento de Riemann, entonces desconocido para el autor, y una afinidad
maés estrecha con la teoria de Carl Neumann.

Al generalizar por induccion las ecuaciones de la electrodindmica dadas por W. Weber, G.

Kirchhoff () obtuvo un sistema de ecuaciones que gobernaban la propagacién de acciones
eléctricas en los cuerpos conductores.

Sea v =Zﬂ la funcién potencial electrostatico donde la sumatoria se extiende a todas las
r
cargas eléctricas q del sistema.
Esta funcidn se puede expresar de forma més explicita.

Al instante t, en el punto (X, y, z) de un volumen electrizado, la densidad eléctrica solida tiene
por valor o (X, Y, z, t); en el instante t, en el punto (X, y, z) de una superficie electrizada, la densidad

eléctrica superficial tiene por valor 2 (x, y, z, t). Por lo tanto, tenemos

(114) V(x,y,z,t):Ide-+IMds-

r r

la primera integral se extiende a todos los elementos dw' de los volumenes electrizados y la segunda
a todos los elementos dS' de las superficies electrizadas.

Sean
u(x,y,z,t), v(x,y,z,t), W(x,y,z,t)
los tres componentes de la corriente eléctrica (") en el punto (X, y, z), en el instante t.

Consideremos las funciones

“ L. Lorenz, Sur I'idéntité des vibrations de la lumiére et des courants électriques (cf. Selkabs. Overs. 1867, p. 26 —
Poggendorf annalen, Bd. CXXXI, p.243; 1867. — Eeuvres scientifiques de L. Lorenz, revues et annotées par H.
Valentinier, t. I. p. 173; 1896).

“ G. Kirchhoff, Ueber die Bewegung der Elektricitat in Leitern, (Poggendorf's Annalen, Bd. C 11, 1857).

" En la memoria de G. Kirchhoff, u, v, w, tienen un sentido ligeramente diferente, ligado a las concepciones
particulares de Weber sobre la naturaleza de la corriente eléctrica.
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(115)

X, I x' x u Y.z t)+(y' )v(x‘ s ,t)+(z‘—z)w(x‘ v,z ,t)]da)

Yz t)+(y' )v(x' Y,z ,t)+(z'—z)w(x' s ,t)]da)
X,y .,z t)+(y' )v(x‘ s ,t)+(z'—z)w(x' v,z ,t)]dco

Segun G. Kirchhoff, las ecuaciones del movimiento de la electricidad en un cuerpo conductor,

se escriben

(116)

1( 8V 2su]
U=s——| —+—5——
p\ Ox 6
1(8V 28V
1V=—| —+=—< |
pl 8y c° ot
1(8V zsw]
W=——| ——+—F——
{ p 8z c¢° ot

L. Lorenz sefialdé acertadamente que, tomando como punto de partida, no las férmulas de
induccion dadas por Weber, sino otras formulas que son rigurosamente equivalentes a ellas, en el
unico caso estudiado hasta ahora, el de las corrientes lineales uniformes, uno puede obtener no sélo
las ecuaciones anteriores sino, ademas, otras ecuaciones similares, en particular estas

(117)

( 1(8V 2 SFJ
U=s——| —=——
p\LOx c° ot
1(8V 2 8G
i ,
p\l dy c° ot
1(5v 2 aH)
W:__ _——2— s
{ pl oz c¢° &t

donde tenemos

(118)

F(x,y,z,t):Ide,
] G(X’y’z’t)=Ide',
H(X,y,z,t)=IVde._

r

\

Este comentario fue pronto tomado por Helmholtz (*) porque le sugirié la introduccién, en las
teorias electrodinamicas, de una constante numérica, de gran importancia, que designo con la letra k.

" Helmholtz, Ueber die Gesetze der inconstanten elektrischen Stréme in korperlich ausgedehnten Leitern
(VERHANDLUNGEN DES NATURHISTORISCH-MEDICINISCHEN VEREINS zZU HEIDELBERG, 21 de enero de 1870. —
WISSENSCHAFTLICHE ABHANDLUNGEN, Bd. I, p. 537). — Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektrodynamik fir
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Estas son las ecuaciones (117) que L. Lorenz tomd como las ecuaciones del movimiento de la
electricidad; pero en lugar de mantener las funciones V, F, G, H, definidas por las igualdades (114)
y (118), sustituyd las funciones

c(x',y',z',t—r] Z(x',y‘,z‘,t—r)
(114bis) \7(x,y,z,t)=j- 2 dco'+j 2 ds',

r r

'E(X,y,Z,t)=J‘{u(x' Y7 t=rla)l ride
(118bis) < 5(X,y,z,t)=j'{v(><' Y7 t—r/a)/ rlde
ﬁ(X.Y.Z,'f)=j‘{w(x' Y7 t=r/a)l ride

C

(119) a->

Como vimos, esta es la hipotesis, emitida por B. Riemann, de que la funcién de potencial
eléctrico se propaga con la velocidad a, que admitié Lorenz y que se extiende a las funciones F, G,
H, componentes del estado electroténico.

Las ecuaciones (117) se vuelven

fu:_!ﬁiajj
pl 8x c? &t

(117bis) X v=—1 v %S—G]
p\ oy ot

woot ﬂ+£ﬁ)
[SAN 0z 28

Estas ecuaciones difieren de las ecuaciones que se obtienen por sustitucion de t por t - r/a;
ahora, en todos los experimentos, r es igual, como maximo, a unos pocos metros, mientras que a
representa una velocidad de, aproximadamente, 300,000 kilémetros por segundo; por lo tanto, t —
r/a difiere muy poco de t y la ecuacion (117) se puede considerar igualmente verificada por la
experiencia.

Se verifica facilmente que en todo punto de una masa continua se tiene

ruhende leitende Korper (BORCHARDT'S JOURNAL FUR REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK, Bd. LXXII, p. 57. —
WISSENSCHAFTLICHE ABHANDLUNGEN, Bd. I, p. 545).
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aZA\T—é::t\g = —4na’o(x,y,z,t),
2AC szlf 2

a’AF - —5 = 4na u(x,y,z,t),
2A 825 2

a’AG -~ = - 4na v(x,y,z,t),
2Ad azﬁ 2

a’AH -— 7= 4ma w(x,y,z,t).

Por lo tanto, no es dificil ver que las ecuaciones (117bis) y (119) permiten escribir las
ecuaciones

( 28U 4n(dc 2 du

Au=-——F=—| "+ 5

c” ot p\dx c° ot

2

(120) | av=—2 8V _dnfdo, 20V

c” ot p\dy c° ot

28w 4n(dc 2 dw
=T e - | s Y2 s

c” ot p\oz c° ot

a la que debe adjuntarse la ecuacion de continuidad

ou dv dw oo
—+——+_—+_—=0
ox o8y o8z ot

Es facil ver que cada una de las tres cantidades

_dw  ov _d6u  ow _ov du

('OX____’ 6 = ] (oz____a
dy &z Y8z 8x 3x 8y
verifican la ecuacion

2 8’0 8m dm

O———— = ——.
c® 8t°  pc? &t

Si el medio considerado es extremadamente resistente, de manera que r tenga un valor muy
grande, el segundo miembro de esta ecuacion es despreciable frente al primer miembro y la
ecuacion se reduce a la bien conocida formula
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ecuacion que nos ensefia que, en el medio considerado, las corrientes eléctricas transversales se
propagan con la velocidad c/+/2 . Llegamos asi a la proposicion siguiente:

En un medio extremadamente resistente, las corrientes eléctricas transversales se propagan con
una velocidad igual a la velocidad de la luz en el vacio.

Alentado por este importante resultado, L. Lorenz no dudé en formular una teoria
electromagnética de la luz: los medios transparentes son todos muy malos conductores de la
electricidad y la luz que se propaga en estos medios esta constituida por corrientes eléctricas
transversales periodicas.

Sin duda, la hipétesis era seductora; sin embargo, se enfrentaria con grandes dificultades.

En primer lugar, las ecuaciones obtenidas de ninguna manera excluyen la posibilidad de
corrientes eléctricas longitudinales, cuyo papel sera dificil de explicar.

En segundo lugar, y esta es la objecion mas seria, de acuerdo con la teoria anterior, en un medio
conductor muy malo, los corrientes eléctricas transversales siempre se propagan con una velocidad
igual a la velocidad de la luz en el vacio; por el contrario, en un medio transparente, la luz se
propaga con una velocidad que caracteriza a este medio, y que es menor que la velocidad de la luz
en el vacio; y no vemos una manera simple de modificar las hipétesis de la teoria anterior de tal
manera que esta contradiccion desaparezca.

Esta contradiccion parecia condenar irremediablemente la teoria electromagnética de la luz
propuesta por L. Lorenz.

83. La hipotesis fundamental de Maxwell — Polarizacion electrodindmica de los dieléctricos.

Una diferencia logica extremadamente profunda separa las hipotesis de B. Riemann, L. Lorenz,
G. Neumann de las hipotesis aceptadas hasta entonces sobre la propagacion de las acciones fisicas.

La teoria de la emision de la luz representaba a la propagacién de la luz como la marcha de un
proyectil; lo que se propagaba en esta teoria era una sustancia.

La propagaciéon del sonido ocurre, por el contrario, sin la sustancia asiento de esta propagacion;
el aire, por ejemplo, experimente desplazamientos notables; pero, cuando una masa de aire, al
principio en movimiento, alcanza el reposo, una masa vecina, que estaba en reposo, se pone en
movimiento; en este caso, N0 se propaga una sustancia, sino un accidente, un movimiento.

Con estos dos tipos, se relaciona la mayoria de las teorias fisicas en las que interviene la nocién
de propagacion. En la teoria de las ondulaciones, la transmision de la luz es la propagacion de un
movimiento; y cuando, al adoptar las ideas de Weber, Kirchhoff estudié la propagacion de la
electricidad en los cuerpos conductores, la considerd el flujo de una cierta sustancia.
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Por supuesto, uno puede, generalizar mas y concebir la corriente eléctrica como la propagacion
de un accidente en un cuerpo, que no es un movimiento de ese cuerpo, sino una cualidad de
cualquier tipo; para un fisico, que considera que la electricidad no es un fluido ni un movimiento
sino, simplemente, una cierta calidad, las ecuaciones de Kirchhoff representan una propagacién de
esta cualidad a través de cuerpos conductores.

Pero todas estas formas diferentes de considerar la nocion de propagacion tienen un carécter
comdun; sustancia o accidente, es algo real que desaparece de una regién del espacio para aparecer
en una region vecina. Este ya no es el caso en las teorias de la propagacion de acciones eléctricas
propuestas por Bernhard Riemann, por Ludwig Lorenz o por Carl Neumann; ya no es una realidad
que atraviesa el espacio, sino una ficcion, un simbolo matematico, como la funcion potencial o los
componentes del estado electroténico.

Este caracter de las nuevas teorias puede haber sido supuesto por Lorenz; en cualquier caso, fue
claramente visto por el Sr. Carl Neumann; ya que éste no dudd en considerar a la funcién potencial,
donde él supuso la propagacion, como una realidad: "Potentiis datis”, dijo,"potencial datum esse, ac
viceversa, potenciali dato, datas esse potentias, satis notum est. Unde apparet in traditam
mechanices theoriam nil novi introduci statuendo, potentiale principalem esse causam, ab isto
procreari potentias, scilicet potentiale vocare veram causam motricem, potentias vero tantummodo
formam vel speciem exprimere ab illa causa sibi paratam."(*) Creo que este pasaje permitira,
acertadamente, considerar al Sr. Carl Neumann como el creador de la doctrina filoséfica y
cientifica, — hoy en dia tan en boga —, mediante el nombre de doctrina de la migracion energética
(Wanderung der Energie).

Las ideas de Maxwell no tienen nada en comun con estas doctrinas; los simbolos matematicos
no se transmiten; por ejemplo, la funcidén electrostatica potencial en el punto (X, y, z), en un instante
dado, en un medio de potencia dieléctrica K, tiene la expresion

V(X,y,z,t)=%zw

r

y no como corresponderia segun la hipotesis de B. Riemann

V(x,y,z,t)=%2%q(x‘ Y.Z t-r/a)

Lo que se propaga es una cualidad real: en los cuerpos conductores, es la corriente de
conduccidn, en los cuerpos dieléctricos es la corriente de desplazamiento.

* Para una dada potencia (fuerza) hay un dado potencial; y viceversa, para un dado potencial hay una dada potencia
(fuerza), eso es bien sabido. De donde, en la teoria mecanica tradicional no se introduce nada nuevo como causa. El
potencial es la principal causa para crear fuerzas. El llamado potencial es la verdadera causa motriz, pero las fuerzas
solo expresan la forma o la especie de la causa que las producen.
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La consideracion de los cuerpos dieléctricos es, ademas, uno de los puntos esencialmente
nuevos de la teoria de Maxwell; ni B. Riemann ni C. Neumann hicieron referencia alguna a la
polarizacion de los dieléctricos; para L. Lorenz, los cuerpos aislantes son simplemente cuerpos cuya
resistencia especifica es muy grande, cuerpos conductores muy malos () y es la corriente de
conduccidn que se propaga en tales cuerpos que él asimila a las vibraciones luminosas.

Por el contrario, para Maxwell, la luz que se propaga en cuerpos transparentes consiste
esencialmente en corrientes de desplazamiento producidos dentro de cuerpos dieléctricos.

Estas corrientes de desplazamiento, como sabemos, producen las mismas acciones
ponderomotrices y electromotrices que las corrientes de conduccion; pero su generacion esta sujeta
a otra ley, y la invencion de esta ley es una de las ideas mas poderosas y fructiferas de Maxwell.

En un sistema donde se establece el equilibrio, los componentes f, g, h del desplazamiento estan
relacionados con las derivadas de la funcion electrostatica potencial ¥ por las igualdades [Primera
parte, igualdades (102)]

(KBY o KeY | Ko
4 &x 4w &y Am &7

En un sistema que no esta en equilibrio, las igualdades precedentes deben ser reemplazadas por

K K K
121 feeE | g=-—E, h=——FE,,
(121) 4 Y g 4 4t

donde E,, Ey, E; son los componentes del campo eléctrico total, tanto del campo de induccion como
del campo estético.

Veamos que esta idea surge naturalmente de las hipotesis permitidas por Maxwell con respecto
a la constitucion de los dieléctricos.

En este estudio, hemos reconocido que Maxwell fue guiado casi constantemente en sus
suposiciones referidas a los dieléctricos, por las de Faraday y de Mossotti, que ellos mismos
concibieron a imitacion de las hipdtesis magnéticas de Poisson. De acuerdo con estas hipotesis, un
dieléctrico estd formado por pequefias masas conductoras, incrustadas en un cemento aislante. La
accion de un campo electromotriz de induccion sobre un dieléctrico serd, por lo tanto, el resultado
de las acciones que este campo ejerce sobre una gran cantidad de conductores abiertos.

Ahora, en un conductor abierto, un campo eléctrico de induccién produce el mismo efecto que
un campo eléctrico estatico; obliga a que la electricidad se distribuya de tal manera que la carga

“ La diferencia entre el punto de vista de Maxwell y el punto de vista de Lorenz, fue fuertemente marcada por una
nota que adjuntdé M. H. Valentinier a las obras cientificas de este Ultimo (L. Lorenz, GEuvres scientifiques, revisadas y
anotadas por H. Valentinier, tomo I, p. 204, nota 16).
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positiva se acumule en un extremo del conductor y la carga negativa en el otro extremo; en otras
palabras, este campo polariza al conductor abierto.

Maxwell insiste repetidamente en esta accion que un campo de induccion ejerce sobre un
conductor abierto.

"Consideremos"”, escribié en su memoria On Faraday's Lines of Force (), "un conductor lineal
que no forma un circuito cerrado, supongamos que este conductor corta lineas de fuerza magnética,
ya sea por el efecto de su propio movimiento, o por las variaciones del campo magnético. Una
fuerza electromotriz actuara en la direccion del conductor, pero esta fuerza no podra producir una
corriente, porque el conductor no esté cerrado, s6lo producird una tensién eléctrica en los extremos
del conductor."

De este pasaje, Maxwell no extrae, por el momento, alguna conclusion relativa a la polarizacion
de los dieléctricos, a la que no atribuye mucho en este primera memoria sobre la electricidad; pero
en la memoria On physical Lines of Force es diferente.

“La experiencia nos ensefia", escribi6, (") "que la tension eléctrica es de la misma naturaleza, ya
sea generada por electricidad estatica o por electricidad galvanica: una fuerza electromotriz
producida por galvanismo, tiene el mismo efecto que la que proporciona una bobina de induccion,
por ejemplo, puede cargar una botella de Leiden."

"Si existe una diferencia de potencial entre las diversas partes de un cuerpo, la electricidad pasa
o tiende a pasar de la parte donde el voltaje es mayor a la parte donde es mas debil."

La aplicacion de estas consideraciones a los pequefios cuerpos conductores contenidos en un
dieléctrico es inmediata; ella impone conclusiones que Maxwell enuncia en estos términos (~ ):

"Cuando una fuerza electromotriz actta sobre un dieléctrico, produce un estado de polarizacion
de sus particulas similar a la distribucion de la polaridad sobre las particulas del hierro que esta
sometido a la accion de un iman; al igual que la polarizacion magnética, este estado de polarizacién
se puede representar como un estado donde cada particula tiene dos polos de propiedades opuestas.”

"Cuando un dieléctrico es sometido a induccion, podemos concebir que, en cada molécula, la
electricidad se mueve de modo que uno de los extremos sea positivo y el otro extremo negativo,
pero la electricidad permanece unida en su totalidad a cada molécula y no puede pasar de una
molécula a otra."

El efecto de esta accion sobre la masa total del dieléctrico es producir un desplazamiento general
de la electricidad en una determinada direccion ... La magnitud del desplazamiento depende de la

“ J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, p. 186.
™ J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, p. 490.
" J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 491.
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naturaleza del cuerpo y la fuerza electromotriz, si h es el desplazamiento, R la fuerza electromotriz
y E un coeficiente que depende de la naturaleza del dieléctrico, tenemos

R=-4nE*h ();
y si r es el valor de la corriente eléctrica debido al desplazamiento

dh
r=—.
dt

Las mismas ideas se encuentran, en una forma adn mas clara, en las memoria: A dynamical
Theory of the electromagnetic Field.

“Si un cuerpo se mueve a través de las lineas de fuerza magnética, sufre", escribié Maxwell (),
"lo que se llama una fuerza electromotriz: los dos extremos del cuerpo tienden a asumir un estado
eléctrico opuesto y una corriente eléctrica tiende a circular a través del cuerpo. Si la fuerza
electromotriz es lo suficientemente potente, y si se ejerce sobre ciertos cuerpos compuestos, los
descompone, transporta uno de los componentes a un extremo del cuerpo y el otro componente al
otro extremo."

"Estos hechos ponen en evidencia una fuerza; esta fuerza produce una corriente, a pesar de la
resistencia; esta fuerza comunica electrizaciones opuestas a las dos extremidades del cuerpo,
creando un estado que la accion de la fuerza electromotriz sola es capaz de mantener. En el
momento en que esta fuerza deja de actuar, este estado tiende, por una fuerza igual y opuesta, a
producir una contracorriente a través del cuerpo y llevarla a su estado eléctrico inicial; finalmente,
cuando esta fuerza es lo suficientemente poderosa, destruye las partes de un compuesto quimico y
los lleva en direcciones opuestas, aunque estas partes tienen una tendencia natural a combinarse, y
se combinan, precisamente, con una energia capaz de generar una fuerza electromotriz de sentido
contrario.”

"Tal es la fuerza a la que se somete un cuerpo cuando se mueve en un campo magnético o
cuando ocurre algin cambio en este campo; esta fuerza tiene el efecto de producir en el cuerpo una
corriente y una liberacion de calor; o bien descomponer el cuerpo; o, finalmente, si ambos efectos
son igualmente imposibles, poner el cuerpo en un estado de polarizacion eléctrica; este estado de
polarizacion es un estado de tension en el que los extremos opuestos del cuerpo se electrifican en
sentidos contrarios; tan pronto como se elimina la fuerza perturbadora, el cuerpo reacciona y, por si
mismo, pierde este estado."

"... Cuando una fuerza electromotriz actia en un circuito conductor, produce una corriente ...
Pero cuando una fuerza electromotriz actia en un dieléctrico, produce un estado de polarizacion de
sus partes ..." y Maxwell, citando ademas a Faraday y a Mossotti, — cuyas ideas, obviamente,

" Sobre el tema del signo del segundo miembro, ver Primera parte, igualdad (42)
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reproduce,— en su memoria On physical Lines of Force, con respecto a esta polarizacion
dieléctrica, escribio el parrafo que citamos arriba.

Tales son, en su secuencia natural, las inducciones que llevaron a Maxwell a plantear las
ecuaciones generales de polarizacion dieléctrica ()

K K K
(121) f=__Ey, g=—EEy h=__Ez'

drt

En un medio homogeéneo, los componentes E,, Ey, E,, del campo electromotriz estan dados por
las igualdades (82), de modo que las igualdades (121) se vuelven

( K(S‘P SF)
f=—— +—

Am\ &x ot
(122) lg=_K[3¥ 0C
4w\ 8y ot

K(é¥ dH
h=——/|—+—
4n(82 StJ

Ademas, en este caso, los componentes de la corriente de desplazamiento tienen valores

®) gt gl Gl
ot ot ot

Por lo tanto, se tiene

[ K §(8¥ OF

U=s——-—| —+—

an st 8x ot

(123) ly__K3([8¥ 3G
4m 8t 8y 8t

K 8(8¥ &H

W=———| —+—

4n8t(82 at)

Estas ecuaciones son el fundamento de la teoria electromagnética de la luz

84. Primer borrador de la teoria electromagnética de la luz de Maxwell.

Sin embargo, antes de desarrollar una teoria electromagnética de la luz basada en estas
ecuaciones, Maxwell habia obtenido las dos leyes esenciales de esta teoria por un método

“ J. Clerk Maxwell, A dynamical Theory of the electromagnetic Field, (Scientific Papers, Vol. I, p. 560), traité
d'Electricité et Magnétisme, Vol. 11, p. 287).
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completamente diferente. Este método, estrechamente relacionado con las hipotesis mecanicas, lo
expuso en la memoria: On physical Lines of Force.

Hemos visto (Primera Parte, Capitulo I11) como en esta memoria Maxwell representa la accién
de un campo electromotriz sobre un dieléctrico. La fuerza electromotriz se asimila a una traccién
que se ejerce sobre las paredes perfectamente elésticas de las células del dieléctrico. Si R es el
campo electromotriz, las paredes experimentan un desplazamiento en la direccion de este campo, el
valor medio por unidad de volumen de este desplazamiento, que él denota con la letra h, esta
relacionado con el campo electromotriz R por la relacion[Primera parte, igualdad (42 bis)]

R=—4nE’h
E? es una cantidad que depende de la elasticidad de las paredes celulares.

Sin discutir, desde el punto de vista de la teoria de la elasticidad, la solucion del problema
tratado por Maxwell, nos limitaremos a indicar la relacion que existe, segtn él, entre E* y los
coeficientes de elasticidad de la sustancia.

Maxwell expresa () E? como una funcién de dos coeficientes que denota por Ly my que, para
evitar ciertas confusiones, denotaremos por p'y m; esta expresion es la siguiente:

(124) E2=qm_ ¥
3u'+5m

El coeficiente u' se define (") como la relacion entre la presion y la contraccién cubica en un
cuerpo uniformemente comprimido; por lo tanto, es lo opuesto a lo que se suele llamar el
coeficiente de compresibilidad ctbica. Si denotamos por A y M los coeficientes que Gabriel Lamé
denoté por A y p, tendremos ()

_3A+2M

(125) W=

En cuanto al coeficiente m, al comparar (*) las ecuaciones de Maxwell con las de Lamé,
encontramos inmediatamente

(126) m = 2M.

En virtud de las igualdades (125) y (126), la igualdad (124) se puede escribir

“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, p. 495, igualdad (107)

™ J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 493, igualdad (80). Para establecer esta igualdad con el resto de la exposicion de
Maxwell, se debe cambiar el signo del segundo miembro.

" G. Lamé, Lecons sur I'élasticité, 22 edicion, p. 74, igualdad (a)

#J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, p. 493, igualdad (83) y G. Lamé, Loc. cit., p. 65, igualdad (1).
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3A+2M

(127) E?=mm————
A+4M

Si admitimos la teoria de la elasticidad molecular, tal como la enuncié Poisson tendremos, como
sabemos, la igualdad

(128) A=M
Por lo que la igualdad (127) se convierte en

(129) E’=nm

que Maxwell acepté () para el desarrollo ulterior de su teorfa.

Segun esta teoria, dos cargas eléctricas cuyos valores en unidades electromagnéticas son qs, Ja,
se repelen a una distancia r con una fuerza [Primera Parte, igualdad (78)]

(130) F=g 3

r2
E” tiene el valor apropiado para el dieléctrico interpuesto.

Si este dieléctrico es el vacio, el valor de E* puede obtenerse de los famosos experimentos de
Weber y Kohlrausch; luego encontramos () que E es una magnitud del mismo tipo que una
velocidad, cuyo valor numérico es

(131) E = 310740x10° %

Habiendo llegado a este punto, Maxwell contintia (") en estos términos:

"Encontrar la velocidad de propagacion de las vibraciones transversales en el medio elastico que
forman las células, suponiendo que la elasticidad se deba enteramente a las fuerzas que acttan entre
las moléculas tomadas de dos en dos (")."

"Por el método ordinario, sabemos que

(132) V=

° |3

“ J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, p. 495, igualdad (108).

™ J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 499, igualdad (131).

" J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 499.

" Por estas palabras, Maxwell se refiere a la teoria molecular de Poisson.
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m designa el coeficiente de elasticidad transversal y p la densidad.”

La densidad que debe figurar en esta formula es la densidad del medio elastico que forma las
paredes de las celulas; sin previo aviso de esta transposicion, Maxwell supone que p denota la
densidad del fluido que llena las células y luego admite la relacion

(133) p=mp

que ha sido llevado para establecer () la relacion entre esta densidad y la permeabilidad magnética
u. Luego encontrd

0, en virtud de la igualdad (129)

(134) E=Vp
El comento asi estos resultados:
"En el vacio o en el aire, u = 1, en consecuencia
V=E
= 310740 x 10° mm/s
= 193088 millas/s.

"La velocidad de la luz en el aire, determinada por Fizeau, es de 70.843 leguas por segundo (25
leguas al grado)*, lo que da

V = 314.858x10° mm/s
= 195.647 millas/s.

"La velocidad de propagacion de las ondulaciones transversales en nuestro medio hipotético,
calculada a partir de los experimentos electromagnéticos de los sefiores Kohlrausch y Weber,
concuerda exactamente con la velocidad de la luz calculada mediante los experimentos dpticos de
M. Fizeau, por lo que seria dificil para nosotros no hacer esta suposicion: La luz consiste en
ondulaciones transversales de este mismo medio que es la causa de los fendmenos eléctricos y
magnéticos."

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., pp. 456 y 457.
* Se trata de leguas marinas, 1 legua marina = 5555 m. Esta medida de longitud es distinta de la legua com(n o
castellana, equivalente a 5572,7 m. (N. del T.)
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La capacitancia de un condensador plano de superficie S, cuyas armaduras estan separadas por
un espesor 6 de un dieléctrico dado 1, tiene el valor [Primera Parte, igualdad (87)]

_ 1 s
' 4nEZ @

Si el espacio entre las dos placas del condensador es el vacio, este capacitor también tiene la
capacidad

1
AmE?

S
0"
La relacion

Cl

D, =L
L C

es, por definicion, el poder inductivo especifico del dieléctrico 1. Por lo tanto tenemos

E 2
D, =—
1 E12
0 bien, en virtud de la igualdad (134)
V 2
(135) D, = —zi :
Vi

"Como resultado (*) el poder inductor de un dieléctrico es directamente proporcional al
cuadrado del indice de refraccion e inversamente proporcional al poder inductor magnético."

Asi, ya en 1862, antes de que se publicara la nota de Bernhard Riemann, mientras las teorias de
L. Lorenz y de C. Neumann aun no habian sido concebidas, Maxwell ya estaba en posesion de las
leyes esenciales de la teoria electromagnética de la luz. Desafortunadamente, el método por el cual
habia tenido éxito, muy diferente del que él propuso después, estaba viciado por un grave error
material. En virtud de la igualdad (126), la igualdad (132) se convertiria en

ve M
p

formula incorrecta que se debe sustituir por la igualdad ()

“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 501.
" G. Lamé, Lecons sur I'élasticité, 22 edicion, p. 142, igualdad (9).
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M
p

V =

85. Forma definitiva de la teoria electromagnética de la luz de Maxwell.

Dos veces Maxwell expuso, con variaciones de detalle, la teoria electromagnética de la luz en
una forma precisa y desprovista de hip6tesis mecénicas: una primera vez ("), en la memoria: A
dynamical Theory of the electromagnetic Field; y la segunda vez ("), en el Traité d'Electricité et
de Magnétisme.

Tomemos el sistema de Maxwell de seis ecuaciones

& _B__ sn(u+u),
oy oz

(31) ) Z—?_:_Z(=—4n(v+v),
@—8—a=—4n(w+w),
ox dy
S8H _3G __
8y &z He

. 6F oH

80bis — - =—uB,

( ) <82 X hp
oG _oF __
dx 8y HY-

usando la ecuacion

(81bis) oF (86 [ oH _,
ox 9dy oz

y suponiendo que el medio es homogéneo, obtendremos facilmente las tres ecuaciones

AF =8—X——4nu(u+U),
(136) 1 AG =2—;=—4np(v+\7),

AH 8J

—:—:—4

ox 52 ﬂ?u(W+W)

™ J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, pp. 577 a 588.
7 J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, traduccion francesa, t. I, pp. 485 a 504.
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Estas ecuaciones son generales. Supongamos ahora el medio no es conductor, sino que es
dieléctrico; tendremos

mientras que U, V, W estaran dadas por las igualdades (123). Por lo tanto, las igualdades (136) se
convertiran

( 5°F 8 4
AF — K =22 1K ,
H 87 x ”8>2<5t
(137) <AG—Kp8?=£+Ku81P,
ot oy dydt
§°H  8J R
AH - K =2 4K .
| B 8t2 8z B Sz58t

Junto a las igualdades (80bis), estas relaciones nos dan, en primer lugar, las igualdades

-

5%a.
Aa-Ku2%—0,
W
(138) {AB- Ku;—[:: 0,
82y
Ay-KpSY -0,
Ay Kugs

Estas tres ecuaciones, cuya forma es bien conocida, nos ensefian que en un dieléctrico homogéneo,
los tres componentes a, B, y del campo magnético, de acuerdo con las igualdades (80bis), verifican
la relacion

S of Oy _

139
(139) ox o8y oz

0

que caracteriza a los componentes de una vibracion transversal que se propaga con una velocidad

1
(140) V= \/K:u

La serie de las deducciones de Maxwell es diferente en las memorias: A dynamical Theory of the
electromagnetic Field y en el Traité d'Electricite et de Magnétisme. En primer lugar, adjuntemos a
los razonamientos expuestos en este Gltimo, que son mas correctos.

Derivando la primera igualdad (137) con respecto a X, la segunda con respecto a y, la tercera con
respecto a z y sumando miembro a miembro los resultados obtenidos; teniendo en cuenta la
igualdad (81bis); encontramos
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3 8%
141 Kp| —AY + =0.
(4D) “(& 8#]

Por otra parte, la igualdad (103) de la Primera Parte nos ensefia que, en un medio homogéneo, la
densidad eléctrica e estd dada por la igualdad

(142) KAY +4me =0.
y la igualdad
(19) 8_u+8_v+8_w+8_e=0
ox 8y oz ot
nos muestra que, en un medio no conductor, se cumple
u=0, v=0, w=0,
la igualdad
oe
143 —=0.
(143) 1
Las igualdades (141), (142) y (143), dan
§°J
144 —=0.
(144) P

"Asi que () J debe ser una funcién lineal de t, 0 una constante, o cero, y no tenemos que tomar
en cuenta ni a J, ni a W, si consideramos las perturbaciones periddicas”. Y las ecuaciones (137) se
convierten, de acuerdo con Maxwell (7),

( &°F
AF — K =0,
uqz
(145) <AG—Ku;f=o,
8°H
AH - K =0.
| "t

La oracion de Maxwell que citamos, exacta con respecto a la funcion J, no es asi para la funcion
Y; pero, sin apartarse mucho del pensamiento esencial de Maxwell, uno podria razonar de la
siguiente manera:

“ J. Clerk Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, traduccion francesa, t. I, p. 488.
“J. Clerk Maxwell, Loc. cit., p. 488, ecuaciones (9).
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Derivando dos veces las igualdades (137) con respecto a t y teniendo en cuenta la igualdad (144)
y la igualdad

EA‘I’=O,
ot

que se deriva de las igualdades (142) y (143) y que da

2 2 2
8‘1’:0 AS‘on’ AS‘P=
oxot dyot 626t

podemos escribir los resultados obtenidos

5 (8¥ OF 8 (8¥ oF
] — 4+ — _KH‘ 3 -+ = )
ot ox ot ot dx ot
8[8‘1’ 8G 5° (8% SGJ
| ==+ |-Kn_z| —+—-1|=0,
dt{ 8y &t ) st°( 8y &t
5 (8% &H 8 (8% &H
| ==+ [-Kpr_ + =
St\ &z &t ot*\ 8z &t
0 bien, en virtud de las igualdades (123)
' 82U
AU - K =0,
uagz
(146) I Av- K“ZT\leo’
8w
AW - K =0.
{ H ot

Ademas, en virtud de la igualdad (25), en un medio no conductor donde

los componentes U, V, W, de la corriente de desplazamiento satisfacen la igualdad

Su 87, BW _

=0.
ox 8y oz

(147)

Entonces, en un medio no conductor, las corrientes de desplazamiento son corrientes transversales
que se propagan con velocidad

(140) V= | —.
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El analisis anterior se basa esencialmente en el uso de las igualdades (19) y (25), que son
consecuencias naturales de la tercera electrostatica de Maxwell; pero no podriamos esperar
encontrarlas en la memoria: A dynamical Theory of the electromagnetic Field; donde este analisis es

reemplazado por otro que seria mas dificil hacerlo exacto.

Maxwell determiné una funcién X, anéloga a la funcién X dada por la igualdad (108), que luego

consider6 en su Tratado, como

(148) AX =],
El escribi6
F=F+X,
oX
(109) le=c+X
dy
H=H"' 8—X
L 0z

Las igualdades (81bis), (148) y (109), dan visiblemente

6F' &8G' &H'
+ +
ox 8y Oz

(149) =0.

de modo que F', G', H' se pueden considerar como la parte transversal del estado electroténico del
cual F, G, H son los componentes.

Por medio de las igualdades (109), las igualdades (137) se vuelven

( 52F" 5§ (8% 8°X
AF'—K —Kp2| 22, ,
Mot u6x[8t 8tzj
2/ 2
(150) ) AG'—KpSf = Kpi 5—T+5§ ,
5t syl &t &t
52H" 5 (8¢ §2X
AH'—K = Kp—| 2% 4 .
| st uSz[St StZ]

Derivando, respectivamente, estas igualdades con respecto a X, y y z y agregando miembro a
miembro los resultados obtenidos teniendo en cuenta la igualdad (149); encontramos
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(151)

Al Y 8‘1’ §°X _0.

ot St
Maxwell hizo este calculo (); pero en vez de concluir en la igualdad (151) concluyé en una
igualdad que no es correcta:

(152) (5‘11 8 X]

5t 8t°

Haciendo uso de esta igualdad (152), transforma las igualdades (150) en

-

2 1]
AF—kp®F o,
5t?
8°G'
153 J =0,
(153) 502
SH .
5t?

\

La parte transversal del estado electrotdnico se propaga con una velocidad

1
(140) ve |

Ademas, las igualdades (148) y (152) dan

2
LY
ot 5t?

=0

y como AW, en un medio homogéneo, es proporcional [Primera Parte, igualdades (57) y (57bis)] a
la densidad e de la electricidad libre. se encuentra que 8°J/dt? es proporcional a de/dt.

"Como el medio es un aislante perfecto”, escribié Maxwell (), "la densidad e de la electricidad
libre es invariable"; esta afirmacion no se deriva logicamente de la electrostatica admitida en su
trabajo A dynamical Theory of the electromagnetic Field ; Sin embargo, Maxwell se adhiere aella 'y
admite que d2J/dt? es necesariamente nula y concluye que una perturbacién eléctrica periédica no
puede corresponder a un valor de J diferente de 0.

La segunda electrostatica de Maxwell es, por lo tanto, menos adecuada para el desarrollo de la
teoria electromagnética de la luz que la tercera electrostatica del mismo autor.

" J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, p. 58, igualdad (77).
“J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, Vol. I, p. 582.
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Hay dos puntos en los que (") todos las electrostaticas de Maxwell estan de acuerdo.

En primer lugar, dos cargas eléctricas g; y ¢, colocadas a una distancia r entre si dentro de un
cierto dieléctrico 1 se repelen con una fuerza [Primera Parte, igualdades (78) y ( 83)]

F:in?ZI
K, r

En segundo lugar, un capacitor plano cuyas placas de area S estan separadas por un grosor 6 del
mismo dieléctrico tiene una capacitancia [Primera Parte, igualdad (87)]

Estas dos igualdades, unidas a la igualdad (140), restauran inmediatamente estas dos leyes, ya
obtenidas por Maxwell, en su memoria On physical Lines of Force:

12 Ley. En el vacio, las corrientes de desplazamiento transversales se propagan con la misma
velocidad que la luz.

2% Ley. El poder inductor especifico con respecto al vacio se relaciona con las velocidades de
propagacion Vi y V de las corrientes de desplazamiento transversales en un dieléctrico y en el
vacio, y con la permeabilidad magnética «4 del dieléctrico por la relacion

(135) D =——.
' V12 22

Estas son las dos leyes esenciales de la teoria electromagnética de la luz.

" Para reconocer este acuerdo, debe recordarse que la misma cantidad se llama K aqui y en el Traité d'Electricité et
de Magnétisme, 1/E” en la memoria: On physical Lines of Force y 4n/K en la memoria: A dynamical Theory of the
electromagnetic Field.
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CONCLUSION

La teoria electromagnética de la luz conecta felizmente dos disciplinas anteriormente distintas,
satisface tan completamente la necesidad, a menudo manifestada por los fisicos, de establecer un
enfoque Optico de la teoria eléctrica, que muy pocas personas estarian de acuerdo hoy. en
considerarlo como nulo e invalido.

Por otra parte, a menos que estemos cegados por una admiracién por parcialidad, no podemos
desconocer las incoherencias e inconsistencias que hacen que el razonamiento de Maxwell sea
inaceptable para una mente justa; estas incoherencias, no son, en el trabajo del fisico inglés,
defectos de menor importancia y faciles de corregir; ilustres gedmetras han tratado de poner orden
en este trabajo y han tenido que renunciar a ello.

¢Qué curso de accion podemos tomar, dado que no podemos resolver ni para dar un valor
demostrativo al razonamiento de Maxwell ni para abandonar la teoria electromagnética de la luz?

Muchos fisicos hoy buscan una alternativa como la que ha sido adoptada por O. Heaviside (),
por H, Hertz (), por E. Cohn (), de los cuales Hertz (") formuld claramente el principio y
reivindico la legitimidad:

Dado que los razonamientos y calculos por los cuales Maxwell desarrollé6 su teoria de la
electricidad y el magnetismo estan en todo momento comprometidos por contradicciones no
accidentales, no faciles de corregir, sino esenciales e inseparables de todo el trabajo, dejemos de
lado estos argumentos y calculos. Tomemos simplemente las ecuaciones a las que han llevado a
Maxwell, y sin tener en cuenta los procesos mediante los cuales se obtuvieron estas ecuaciones,
aceptémoslos como hipoétesis fundamentales, como postulados sobre los que basaremos todo el
edificio de las teorias eléctricas. Asi guardaremos, si no todos los pensamientos que han agitado la
mente de Maxwell, al menos todo lo que es esencial e indestructible en estos pensamientos, porque
"lo que es esencial en las teorias de Maxwell son las ecuaciones de Maxwell.

¢Es correcto dejar de lado las viejas teorias eléctricas y las nuevas teorias por las cuales
Maxwell llegé a estas ecuaciones y tomar estas ecuaciones de forma pura y simple como el punto
de partida de una nueva doctrina?

" 0. Heaviside. "On the electromagnetic Wawe-surface”, (Philosophical Magazine, 52 serie, vol. X1X, p. 397 ; 1885. —
Heaviside's electrical Papers, vol. 11, p. 8). — "On electromagnetic Waves, especially in Relation to the Vorticity of the
impressed Forces; and the forced Vibrations of electromagnetic Systems", (Philosophical magazine, 52 serie, vol. XXV,
p. 130; 1888. — Electrical papers, vol. 11, p. 375).
H. Hertz. "Ueber die Grundgleichungen der Elehtrodynamik fiir ruhende Korper", (Wiedemann's Annalen. Bd. XL, p.
577;*1§90. — Untersuchungen Uber die Ausbreitung der elektrischen Kraft, p. 208; 1894).
E. Cohn. Zur Systematik der Elektricitcitslehre (Wiedemann's Annalen, Bd. XL, p. 625; 1890).

"H. Hertz. Untersuchungen tber die Ausbreitung der elektrischen Kraft. Einleitende Uebersicht, p. 21.
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Un algebrista siempre tiene el derecho de tomar cualquier grupo de ecuaciones y combinar estas
ecuaciones entre si de acuerdo con las reglas de calculo. Las letras que tienen algunas relaciones
estaran involucradas en otras relaciones que son algebraicamente equivalentes a las primeras.

Pero un fisico no es un algebrista; una ecuacion no solo lleva, para é€l, letras; estas letras
simbolizan cantidades fisicas que deben ser o medibles experimentalmente, o formadas por otras
cantidades mensurables. Si, entonces, nos contentamos con darle una ecuacién a un fisico, no le
ensefiamos nada en absoluto; A esta ecuacidn debe agregarse la indicacion de las reglas por las
cuales las letras con las que se relaciona la ecuacion corresponderan a las magnitudes fisicas que
representan. Ahora, estas reglas, lo que las hacen conocer, son el conjunto de hipétesis y
razonamientos por los cuales llegamos a las ecuaciones en cuestion; es la teoria que en estas
ecuaciones se resumen en forma simbolica: en Fisica, una ecuacion, separada de la teoria que la
condujo, no tiene sentido.

Segun H. Hertz, las teorias son idénticas cuando conducen a las mismas ecuaciones. A esta
pregunta (*): "¢Cual es la teoria de Maxwell?" No conozco una respuesta més corta y mas precisa
que esta: "La teoria de Maxwell es el sistema de ecuaciones de Maxwell." Cualquier teoria que
conduzca a las mismas ecuaciones, y, en consecuencia, abarque el mismo conjunto de fendmenos
posibles, lo consideraré como una forma o un caso particular de la teoria de Maxwell; cualquier
teoria que conduzca a otras ecuaciones, y por lo tanto anticipe la posibilidad de otros fendmenos,
sera, para mi, otra teoria.”

Este criterio no puede ser suficiente para juzgar la equivalencia de dos teorias; para ser
equivalentes, no es suficiente que las ecuaciones que proponen sean literalmente idénticas; también
es necesario que las letras que aparecen en estas ecuaciones representar cantidades relacionadas de
la misma manera a cantidades mensurables; y para asegurarse de este Gltimo caracter, no es
suficiente comparar las ecuaciones, es necesario comparar los razonamientos y las hipdtesis que
constituyen las dos teorias.

Por lo tanto, podemos adoptar las ecuaciones de Maxwell so6lo si las alcanzamos como
consecuencia de una teoria sobre fendmenos eléctricos y magnéticos; y dado que estas ecuaciones
no concuerdan con la teoria clasica resultante del trabajo de Poisson, sera necesario rechazar la
teoria clasica, romper con la doctrina tradicional, y crear con nuevas nociones y nuevas hipétesis,
una nueva teoria de la electricidad y el magnetismo.

Esto es lo que ha hecho el Sr. L. Boltzmann.

En un libro publicado entre 1891 y 1893 (), intentd un esfuerzo prodigioso para olvidar las
doctrinas que nos ensefid la tradicion y el uso, para construir, por medio de concepciones

“H. Hertz, Abhandlungen ber die Aushreitung der elektrischen Kraft. Einleitende Uebersicht, p. 23.

) L.Boltzmann, Vorlesungen lber Maxwell's Théorie der Elektricitat und des Lichtes. 1° Theil: Ableitung der
Grundgleichungen fiir ruhende, homogéne, isotrope Kérper. — 11° Theil: Verhaltniss zur Fernwirkungs-theorie;
specielle Falle der Elektrostatik, stationaren Strdmung und Induction. Leipzig, 1891-1893.
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completamente nuevas, un sistema en el cual las ecuaciones de Maxwell estaban l6gicamente
encadenadas.

No se puede negar, de hecho, que este trabajo establece un vinculo irreprochable entre las
diversas ecuaciones escritas por Maxwell en su Treatise on Electricity and Magnetism. Las
contradicciones y los paralogismos que Maxwell disfruté con demasiada frecuencia para sembrar el
camino a estas ecuaciones han sido cuidadosamente descartados. ¢Significa esto que la teoria asi
construida ya no se presta a la critica y satisface todos los deseos de los fisicos? Lejos de eso. Por lo
tanto, la electrostatica del Sr. L. Boltzmann no es mas que la tercera electrostatica de Maxwell; al
igual que esta ultima, no parece estar de acuerdo con las acciones que los conductores electrificados
tienen sobre los dieléctricos. EI magnetismo, imitado de las memorias de Maxwell, no parece estar
identificado con las doctrinas fructiferas de D. Poisson, F. E. Neumann, W. Thomson, G. Kirchhoff,
doctrinas que Maxwell mismo habia repetido en su Treatise.

Si, para alcanzar l6gicamente a las ecuaciones de Maxwell, sequimos los métodos propuestos
por el Sr. L Boltzmann, nos veremos obligados a abandonar en parte el trabajo de Poisson y sus
sucesores en la distribucion de electricidad y magnetismo, es decir, una de las partes mas precisas y
atiles de la Fisica matematica.

Por otra parte, para salvar estas teorias, ¢deberiamos renunciar a todas las consecuencias de la
doctrina de Maxwell y, en particular, la mas seductora de estas consecuencias, a la teoria
electromagnética de la luz? Como el Sr. Poincaré comentd en alguna parte, seria dificil resolverlo.

Encerrado en este dilema: o bien abandonar la teoria tradicional de distribucion eléctrica y
magnética, o abandonar la teoria electromagnética de la luz, ;no podrian los fisicos adoptar una
tercera? ¢(No podrian imaginar una doctrina en la cual, la vieja electrostatica, el viejo magnetismo y
la nueva doctrina de la propagacion de las acciones eléctricas en los medios dieléctricos se
reconcilien l6gicamente?

Esta doctrina existe; es una de las obras mas bellas de Helmholtz (*); una extensién natural de
las doctrinas de Poisson, Ampere, Weber y Neumann, l6gicamente va de principios establecidos a
principios del siglo XIX a las consecuencias mas seductoras de las teorias de Maxwell, de las leyes
de Coulomb a la teoria electromagnética de la luz, Sin perder ninguna de las conquistas recientes de
la ciencia eléctrica, restaura la continuidad de la tradicion.

" H. v. Helmholtz. Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektrodynamik fur ruhende leitende Kérper (Borchardt's
Journal fur reine und angewandte mathematik, Bd. LXXII, p. 57, 1870. — Wissenschaftliche Abhandlungen, Bd. I, p.
543).
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SOBRE LAS LINEAS DE FUERZA DE FARADAY
JAMES CLERK MAXWELL

El estado actual de la ciencia eléctrica parece peculiarmente desfavorable a la especulacion. Las
leyes de la distribucion de electricidad sobre la superficie de los conductores se han deducido
analiticamente de los experimentos; algunas partes de la teoria matematica del magnetismo estan
establecidas, mientras que en otros aspectos los datos experimentales son insuficientes; la teoria de
la conduccién del galvanismo y la de la atraccion mutua de los conductores se han reducido a
férmulas matemaéticas, pero no han establecido una relacién con las otras partes de la ciencia. Ahora
no se puede plantear ninguna teoria eléctrica, a menos que muestre la conexién no solo entre la
electricidad en reposo y la corriente eléctrica, sino entre las atracciones y los efectos inductivos de
la electricidad en ambos estados.Tal teoria debe satisfacer con precision aquellas leyes, cuya forma
matematica es conocida, y debe proporcionar los medios para calcular los efectos en los casos limite
en que las férmulas conocidas son inaplicables. Para apreciar los requisitos de la ciencia, el
estudiante debe familiarizarse con un conjunto considerable de las matematicas mas intrincadas,
cuya mera retencion en la memoria interfiere materialmente con el progreso posterior. Por lo tanto,
el primer proceso en el estudio efectivo de la ciencia debe ser uno de simplificacion y reduccion de
los resultados de la investigacion previa a una forma en que la mente pueda captarlos.Los resultados
de esta simplificacién pueden tomar la forma de una férmula puramente matematica o de una
hipétesis fisica. En el primer caso perdemos completamente la vision de los fendmenos a ser
explicados; y aunque podemos rastrear las consecuencias de leyes dadas, nunca podemos obtener
una vision mas amplia de las conexiones del tema. Si, por otro lado, adoptamos una hipétesis fisica,
vemos los fendmenos so6lo a través de un medio, y somos responsables de una ceguera ante ciertos
hechos y somos temerarios en las suposiciones que adoptamos para una explicacion. "Por lo tanto,
debemos descubrir algin método de investigacion que permita a la mente a cada paso aferrarse a
una concepcion fisica clara, sin comprometerse con ninguna teoria fundada en la ciencia fisica de la
que se toma esa concepcion, de modo que no se deje a un lado del sujeto en busqueda de sutilezas
analiticas, ni llevado més alla de la verdad por una hipotesis favorita.

Para obtener ideas fisicas sin adoptar una teoria fisica, debemos familiarizarnos con la existencia
de analogias fisicas. Por analogia fisica me refiero a la similitud parcial entre las leyes de una
ciencia y las de otra que hace que cada una de ellas ilustre la otra. Asi, todas las ciencias
matematicas se basan en las relaciones entre las leyes fisicas y las leyes de los nimeros, de modo
que el objetivo de la ciencia exacta es reducir los problemas de la naturaleza a la determinacion de
cantidades mediante operaciones con nimeros. Pasando de la méas universal de todas las analogias a
una muy parcial, encontramos la misma semejanza en forma matematica entre dos fendmenos
diferentes que dan lugar a una teoria fisica de la luz.

Los cambios de direccion que sufre la luz al pasar de un medio a otro son idénticos a las
desviaciones de la trayectoria de una particula al moverse a través de un espacio estrecho en el que
actuan las fuerzas intensas. Esta analogia, que se extiende solo a la direccién, y no a la velocidad
del movimiento, durante mucho tiempo se creyd que era la verdadera explicacion de la refraccion
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de la luz; y todavia lo encontramos util en la solucién de ciertos problemas, en los cuales lo
empleamos sin peligro, como un método artificial. La otra analogia, entre la luz y las vibraciones de
un medio elastico, se extiende mucho mas lejos, pero, aunque su importancia y fecundidad no
pueden sobreestimarse, debemos recordar que se basa Unicamente en un parecido en la forma entre
las leyes de la luz y los de las vibraciones. Al despojarlo de su apariencia fisica y reducirlo a una
teoria de "alternancias transversales”, podriamos obtener un sistema de verdad estrictamente
fundado en la observacion, pero probablemente deficiente tanto en la intensidad de sus
concepciones como en la fertilidad de su método. He dicho tanto sobre las cuestiones controvertidas
de la Optica como una preparacion para la discusion de la teoria de la atraccion a distancia, casi
universalmente admitida.

Todos hemos adquirido la concepcion matematica de estas atracciones. Podemos razonar sobre
ellos y determinar sus formas o formulas apropiadas. Estas formulas tienen un significado
matematico distinto, y se encuentra que sus resultados estdn de acuerdo con los fendémenos
naturales. No hay una formula en las matematicas aplicadas méas consistente con la naturaleza que la
férmula de las atracciones, y ninguna teoria mejor establecida en la mente de los hombres que la de
la accién de los cuerpos unos sobre otros a distancia. Las leyes de la conduccion del calor en
medios uniformes aparecen a primera vista entre las mas diferentes en sus relaciones fisicas de las
relacionadas con las atracciones. Las cantidades que entran en ellos son temperatura, flujo de calor,
conductividad. La palabra fuerza es extrafia al tema. Sin embargo, encontramos que las leyes
matematicas del movimiento uniforme del calor en medios homogéneos son idénticas en su forma a
las de las atracciones que varian inversamente al cuadrado de la distancia. Solo tenemos que
sustituir la fuente de calor por el centro de atraccion, el flujo de calor por efecto acelerante de
atraccién en cualquier punto y la temperatura por potencial, y la solucién de un problema en las
atracciones se transforma en un problema de calor.

Esta analogia entre las formulas de calor y la atraccion, creo que fue sefialada por primera vez
por el profesor William Thomson en el Camb. Math. Journal, vol. 111.

Actualmente se supone que la conduccion del calor procede por una accion entre partes
contiguas de un medio, mientras que la fuerza de atraccion es una relacion entre cuerpos distantes, y
sin embargo, si no supiéramos nada mas que lo expresado en las formulas matematicas, no habria
nada que permitiesen distinguir entre un conjunto de fenémenos y el otro.

Es verdad, que si introducimos otras consideraciones y observamos hechos adicionales, los dos
temas asumiran aspectos muy diferentes, pero el parecido matematico de algunas de sus leyes
permanecera, y aun puede ser Util para excitar ideas matematicas apropiadas.

Es mediante el uso de analogias de este tipo que he intentado traer a la mente, en una forma
conveniente y manejable, aquellas ideas matematicas que son necesarias para el estudio de los
fendmenos de la electricidad. Los métodos son generalmente los sugeridos por los procesos de
razonamiento que se encuentran en las investigaciones de Faraday’, y que, aunque han sido

" Ver especialmente Series xxxviii de las Experimental Researches y Phil. Mag. 1852.
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interpretados matematicamente por el Prof. Thomson y otros, se supone generalmente que son de
caracter indefinido e “no matematico”, cuando se compara con aquellos empleados por los
matematicos profesionales. Por el método que adopto, espero dejar en claro que no estoy tratando
de establecer ninguna teoria fisica de una ciencia en la que apenas haya hecho un solo experimento,
y que el limite de mi disefio es mostrar como, mediante una aplicacion estricta de las ideas y
métodos de Faraday, la conexion de las clases de fendbmenos muy diferentes que ha descubierto
puede colocarse claramente ante la mente matematica. Por lo tanto, evitaré tanto como pueda la
introduccion de cualquier cosa que no sirva como una ilustracién directa de los métodos de Faraday,
o0 de las deducciones matemaéticas que puedan hacerse de ellos. Al tratar las partes méas simples del
tema, usaré los métodos matematicos de Faraday asi como sus ideas. Cuando la complejidad del
tema lo requiera, usaré la notacion analitica, y me limitaré al desarrollo de ideas originadas por el
mismo filosofo.

En primer lugar, debo explicar e ilustrar la idea de "lineas de fuerza".

Cuando un cuerpo esta electrificado de alguna manera, un pequefio cuerpo cargado con
electricidad positiva y colocado en cualquier posicion dada, experimentara una fuerza que lo
impulse en cierta direccion. Si el pequefio cuerpo ahora esta electrificado negativamente, sera
impulsado por una fuerza igual en una direccion exactamente opuesta.

Las mismas relaciones se mantienen entre un cuerpo magnético y los polos norte o sur de un
pequefio iman. Si el polo norte se impulsa en una direccion, el polo sur se impulsa en la direccion
opuesta.

De esta forma, podriamos encontrar una linea que pasa por cualquier punto del espacio, de modo
que represente la direccion de la fuerza que acttia sobre una particula positivamente electrificada, o
sobre un polo norte elemental, y la direccion inversa de la fuerza sobre una particula negativamente
electrificada o un polo sur elemental. Dado que en cada punto del espacio se puede encontrar tal
direccién, si comenzamos en cualquier punto y trazamos una linea para que, a medida que
avanzamos, su direccion en cualquier punto siempre coincida con la de la fuerza resultante en ese
punto, esta curva indicara la direccion de esa fuerza para cada punto por el que pasa, y podria
Ilamarse por esa razén una linea de fuerza. De la misma manera podriamos dibujar otras lineas de
fuerza, hasta que hayamos llenado todo el espacio con curvas que indican por su direccién la de la
fuerza en cualquier punto asignado.

Deberiamos obtener asi un modelo geométrico de los fendmenos fisicos, que nos diria la
direccion de la fuerza, pero aun deberiamos requerir algin método para indicar la intensidad de la
fuerza en cualquier punto.

Si consideramos estas curvas no como simples lineas, sino como tubos finos de seccion variable
que transportan un fluido incompresible, entonces, dado que la velocidad del fluido es inversamente
proporcional a la seccion del tubo, podemos hacer que la velocidad varie de acuerdo con cualquier
ley dada, al regular la seccion del tubo, y de esta manera podemos representar la intensidad de la
fuerza asi como su direccion por el movimiento del fluido en estos tubos. Este método de
representar la intensidad de una fuerza por la velocidad de un fluido imaginario en un tubo es
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aplicable a cualquier sistema de fuerzas concebible, pero es capaz de una gran simplificacion en el
caso en que las fuerzas son tales que pueden ser explicadas por la hipotesis de atracciones que
varian inversamente al cuadrado de la distancia, como los observados en fenémenos eléctricos y
magnéticos. En el caso de un sistema de fuerzas perfectamente arbitrario, generalmente habra
intersticios entre los tubos; pero en el caso de las fuerzas eléctricas y magnéticas es posible
organizar los tubos para no dejar intersticios. Los tubos seran entonces meras superficies, dirigiendo
el movimiento de un fluido que llena todo el espacio. Ha sido usual comenzar la investigacion de
las leyes de estas fuerzas asumiendo de inmediato que los fendmenos se deben a fuerzas atractivas o
repulsivas que actlan entre ciertos puntos. Sin embargo, podemos obtener una visién diferente del
tema, y una mas adecuada para nuestras investigaciones mas dificiles, adoptando para la definicién
de las fuerzas que tratamos, que puedan ser representadas en la magnitud y direccion por el
movimiento uniforme de un fluido incompresible.

Propongo, entonces, primero describir un método por el cual el movimiento de tal fluido puede
ser claramente concebido; segundo, deducir las consecuencias de asumir ciertas condiciones de
movimiento y sefialar la aplicacion del método a algunos de los fendmenos menos complejos de
electricidad, magnetismo y galvanismo; y finalmente mostrar como mediante una extension de estos
métodos, Yy la introduccion de otra idea debido a Faraday, las leyes de las atracciones y las acciones
inductivas de los imanes y las corrientes pueden ser claramente concebidas, sin hacer ninguna
suposicion sobre la naturaleza fisica de la electricidad, o agregar algo a lo que ya ha sido probado
por la experiencia.

Al referir todo a la idea puramente geométrica del movimiento de un fluido imaginario, espero
alcanzar generalidad y precision, y evitar los peligros que surgen de una teoria prematura que
intenta explicar la causa de los fendmenos. Si se encuentra que los resultados de la mera
especulacion que he recopilado son de alguna utilidad para los filésofos experimentales, al
organizar e interpretar sus resultados, se habran cumplido sus propdsitos, y una teoria madura, en la
cual los hechos fisicos se explicaran fisicamente y que estard formada por aquellos conceptos que,
al interrogar a la Naturaleza, permiten obtener la Unica solucion verdadera de las preguntas que
sugiere la teoria matematica.

I. Teoria del movimiento de un fluido incompresible

(1) No debe suponerse que la sustancia aqui tratada posee otras de las propiedades de los fluidos
ordinarios, excepto las de libertad de movimiento y resistencia a la compresion. Ni siquiera es un
fluido hipotético el que se introduce para explicar los fendmenos reales. Es simplemente una
coleccion de propiedades imaginarias que pueden emplearse para establecer ciertos teoremas de
matematica pura de manera mas inteligible para muchas mentes y mas aplicable a problemas
fisicos que aquellas en los que se usan solo simbolos algebraicos. El uso de la palabra "Fluido" no
nos llevara al error, si recordamos que denota una sustancia puramente imaginaria con la siguiente
propiedad:
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La porcion de fluido que en cualquier instante ocupa un volumen dado, ocupara en un instante
sucesivo un volumen igual.

Esta ley expresa la incompresibilidad del fluido y nos proporciona una medida conveniente de
su cantidad, es decir, su volumen. La unidad de cantidad del fluido serd, por lo tanto, la unidad de
volumen.

(2) En general, la direccion del movimiento del fluido seré diferente en cada punto diferente del
espacio que ocupa; dado que la direccion estd determinada para cada punto, podemos concebir una
linea comenzando en un punto cualquiera y continuar asi de modo que cada elemento de la linea
indique mediante su direccion, la direccion del movimiento en ese punto del espacio. Cada linea
dibujada de tal manera que su direccion siempre indique la direccion del movimiento del fluido, se
denomina linea de movimiento de fluido.

Si el movimiento del fluido es lo que se denomina movimiento constante, es decir, si la
direccion y la velocidad del movimiento en cualquier punto fijo son independientes del tiempo. Las,
curvas de este tipo representaran las trayectorias de las particulas individuales del fluido. Pero si el
movimiento es variable, este generalmente no sera el caso. Los casos de movimiento que seran
tratados seran los de movimiento constante.

(3) Si sobre cualquier superficie que corta las lineas de movimiento del fluido dibujamos una
curva cerrada, y si desde cada punto de esta curva dibujamos una linea de movimiento, estas lineas
de movimiento generardn una superficie tubular que podemos llamar tubo del movimiento del
fluido Como esta superficie es generada por lineas en la direccion del movimiento del fluido,
ninguna parte del fluido puede fluir a través de ella, de modo que esta superficie imaginaria es tan
impermeable al fluido como un tubo real.

(4) La cantidad de fluido que en una unidad de tiempo cruza cualquier seccion fija del tubo es la
misma en cualquier parte del tubo que se tome la seccion. Siendo el fluido incompresible, y ninguna
de sus partes se mueve a través de los laterales del tubo, por lo tanto, la cantidad que se sale a la
segunda seccion es igual a la que entra por la primera.

Si el tubo es tal que la unidad de volumen pasa a través de cualquier seccion en una unidad de
tiempo, se lo denomina tubo unitario de movimiento de fluido.

(5) En lo que sigue, se hara referencia a varias unidades, y se dibujara un namero finito de lineas
o0 superficies, representando en términos de esas unidades el movimiento del fluido. Ahora, para
definir el movimiento en cada parte del fluido, habria que dibujar un nimero infinito de lineas a
intervalos indefinidamente pequefios; pero como la descripcién de tal sistema de lineas implicaria
una referencia continua a la teoria de los limites, se ha pensado mejor suponer las lineas trazadas a
intervalos que dependen de la unidad supuesta, y luego asumir la unidad tan pequefia como
queramos por tomando un pequefio submultiplo de la unidad estandar.

(6) Para definir el movimiento del fluido completo por medio de un sistema de tubos unitarios.
Tome cualquier superficie fija que corte todas las lineas de movimiento de fluido, y dibuje sobre
ella cualquier sistema de curvas que no se crucen entre si. Sobre la misma superficie dibuje un
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segundo sistema de curvas que intersectan el primer sistema, y dispuesto de tal manera que la
cantidad de fluido que cruza la superficie dentro de cada uno de los cuadrilateros formados por la
interseccion de los dos sistemas de curvas sea unidad en unidad de tiempo. Desde cada punto en una
curva del primer sistema, dibuje una linea de movimiento de fluido. Estas lineas formaran una
superficie a travées de la cual no pasa fluido. Se pueden dibujar superficies impermeables similares
para todas las curvas del primer sistema. Las curvas del segundo sistema daran lugar a un segundo
sistema de superficies impermeables que, por su interseccion con el primer sistema, formaran tubos
cuadrilaterales, que seran tubos de movimiento fluido. Como cada cuadrilatero de la superficie de
corte transmite una unidad de fluido en la unidad de tiempo, cada tubo en el sistema transmitira
unidad de fluido a través de cualquiera de sus secciones en una unidad de tiempo. EI movimiento
del fluido en cada parte del espacio que ocupa esta determinado por este sistema de tubos unitarios;
porque la direccion del movimiento es la del tubo a traves del punto en cuestion, y la velocidad es la
reciproca del area de la seccion del tubo unidad en ese punto.

(7) Ahora hemos obtenido una construccién geométrica que define completamente el
movimiento del fluido al dividir el espacio que ocupa, en un sistema de tubos unitarios. A
continuacién, mostramos cémo mediante estos tubos podemos determinar varios aspectos
relacionados con el movimiento del fluido.

Un tubo unitario puede retornar a si mismo, o puede comenzar y terminar en diferentes puntos, y
estos pueden estar en el limite del espacio en el que investigamos el movimiento o dentro de ese
espacio. En el primer caso, hay una circulacion continua de fluido en el tubo, en el segundo el
fluido entra por un extremo y fluye por el otro. Si los extremos del tubo estan en la superficie limite,
se puede suponer que el fluido se suministra continuamente desde el exterior desde una fuente
desconocida, y que fluye a traves de la superficie del tubo hacia un reservorio desconocido; pero si
el origen del tubo o su terminacion esta dentro del espacio considerado, entonces debemos concebir
que el fluido sea suministrado por una fuente dentro de ese espacio, capaz de crear y emitir una
unidad de fluido en una unidad de tiempo, y ser posterior tragado por un sumidero capaz de recibir
y destruir la misma cantidad continuamente.

No hay nada autocontradictorio en la concepcién de estas fuentes donde se crea el fluido, y se
hunde donde es aniquilado. Las propiedades del fluido las disponemos a voluntad, lo hemos hecho
incompresible, y ahora suponemos que, en cierto punto se produjo de la nada y que en otro punto se
reduce a la nada. Los lugares de produccion se denominaran fuentes, y su valor numérico sera la
cantidad de unidades de fluido que producen en una unidad de tiempo. Los lugares de reduccion, a
falta de un mejor nombre, se llamaran sumideros, y se estimaran por la cantidad de unidades de
fluido absorbido en una unidad de tiempo. Ambos lugares se llaman, a veces, fuentes,
entendiéndose que una fuente es un sumidero cuando su signo es negativo.

(8) Es evidente que la cantidad de fluido que pasa por una superficie fija se mide por el numero
de tubos unitarios que la cortan, y la direccion en que pasa el fluido estd determinada por la de su
movimiento en los tubos. Si la superficie es cerrada, entonces cualquier tubo cuyas terminaciones se
encuentren en el mismo lado de la superficie debe cruzar la superficie tantas veces en una direccion
como en la otra, y por lo tanto debe transportar tanta cantidad de fluido fuera de la superficie como
la que lleva hacia adentro. Un tubo que comienza dentro de la superficie y termina fuera de ella
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llevara una unidad de fluido; y uno que entra a través de la superficie y termina dentro de ella
llevara la misma cantidad. Por lo tanto, para estimar la cantidad de fluido que sale de la superficie
cerrada, debemos restar la cantidad de tubos que terminan dentro de la superficie del nimero de
tubos que comienzan alli. Si el resultado es negativo, el fluido en general fluird hacia adentro.

Si llamamos al inicio de un tubo unitario una fuente unitaria, y su terminacion un sumidero
unitario, entonces la cantidad de fluido producido dentro de la superficie se estima por el niUmero de
fuentes unitarias menos el numero de sumideros unitarios, y esto debe fluir fuera de la superficie a
causa de la incompresibilidad del fluido.

Al hablar de estos tubos unitarios, fuentes y sumideros, debemos recordar lo que se dijo en (5)
en cuanto a la magnitud de la unidad, y como disminuyendo su tamafio y aumentando su nimero
podemos distribuirlos de acuerdo con cualquier ley, por complicada que sea.

(9) Si conocemos la direccion y la velocidad del fluido en dos puntos diferentes, cualesquiera 'y
si concebimos un tercer caso en el que la direccién y la velocidad del fluido en cualquier punto es la
resultante de las velocidades en los dos anteriores casos en los puntos correspondientes, entonces la
cantidad de fluido que pasa a traveés de una superficie fija dada en el tercer caso sera la suma
algebraica de las cantidades que pasan la misma superficie en los dos casos anteriores. La velocidad
con la que el fluido cruza cualquier superficie es la componente normal de la velocidad a la
superficie y la resultante de la velocidad de un sistema de dos fluidos es igual a la suma de las
velocidades resultantes de los componentes.

Por lo tanto, el nimero de tubos unitarios que, en el tercer caso, cruzan la superficie hacia
afuera, debe ser la suma algebraica de los nimeros que lo cruzan en los dos casos anteriores, y el
numero de fuentes dentro de cualquier superficie cerrada sera la suma de los nimeros de fuentes en
los dos casos anteriores. Dado que la superficie cerrada puede tomarse tan pequefia como queramos,
es evidente que la distribucion de fuentes y sumideros en el tercer caso surge de la simple
superposicion de las distribuciones en los dos casos anteriores.

Il. Teoria del movimiento uniforme de un fluido incompresible imponderable a través de un
medio resistente.

(10) Aqui se supone que el fluido no tiene inercia, y su movimiento se opone por la accién de
una fuerza que podemos concebir que se debe a la resistencia de un medio a través del cual se
supone que fluye el fluido. Esta resistencia depende de la naturaleza del medio y, en general,
dependeré de la direccion en que se mueve el fluido, asi como de su velocidad. Por el momento,
podemos restringirnos al caso de un medio uniforme, cuya resistencia es la misma en todas las
direcciones. La ley que asumimos es la siguiente.

Cualquier porcién del fluido que se mueve a través del medio resistente se enfrenta
directamente con una fuerza de retardo proporcional a su velocidad.
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Si la velocidad se representa por v, entonces la resistencia sera una fuerza igual a kv que actua
sobre la unidad de volumen del fluido en una direccion contraria a la del movimiento. Por lo tanto,
para que la velocidad se mantenga constante, debe haber una mayor presion detras de cualquier
porcién del fluido que la que hay delante de ella, de modo que la diferencia de presiones puede
neutralizar el efecto de la resistencia. Concebimos una unidad cubica de fluido (que podemos hacer
tan pequefio como queramos, en virtud de (5)), y suponemos que se mueve en una direccién
perpendicular a dos de sus caras. Entonces la resistencia sera kv, y, por lo tanto, la diferencia de
presiones entre la primera y la segunda cara es kv, de modo que la presion disminuye en la direccion
del movimiento a la velocidad de kv para cada unidad de longitud medida a lo largo de la linea de
movimiento; de modo que si medimos una longitud igual a h unidades, la diferencia de presion en
sus extremos sera kvh.

(11) Como se supone que la presion varia continuamente en el fluido, todos los puntos en los
cuales la presion es igual a una presién dada p se encontraran en una cierta superficie que podemos
Ilamar la superficie (p) de igual presion. Si se construye una serie de estas superficies en el fluido
correspondiente a las presiones 0, 1, 2, 3, etc., entonces, el numero de la superficie indicara la
presion que le pertenece, y la superficie puede denominarse superficie 0, 1, 2, 3, etc. La unidad de
presion es aquella presion que se produce por unidad de fuerza que actla sobre la unidad de
superficie. Por lo tanto, para disminuir la unidad de presion como en (5) debemos disminuir la
unidad de fuerza en la misma proporcion.

(12) Es fécil ver que estas superficies de igual presion deben ser perpendiculares a las lineas de
movimiento del fluido; porque si el fluido se moviera en cualquier otra direccion, habria una
resistencia a su movimiento que no podria equilibrarse con ninguna diferencia de presiones.
(Debemos recordar que el fluido aqui considerado no tiene inercia 0 masa, y que sus propiedades
son las Unicas que se le asignan formalmente, de modo que las resistencias y presiones son las
Unicas cosas que se deben considerar). Por lo tanto, hay dos conjuntos de superficies que por su
interseccion forman el sistema de tubos unitarios, y el sistema de superficies de igual presién corta
las otras en angulos rectos. Sea h la distancia entre dos superficies consecutivas de igual presion
medida a lo largo de una linea de movimiento, entonces, dado que la diferencia de presiones es
igual a 1,

kvh =1,

que determina la relacion entre v y h, de modo que se puede hallar una cuando la otra es conocida.
Sea s el area de la seccion de un tubo unitario medido en una superficie de igual presion, entonces,
dada la definicion de tubo unitario

vs=1,
De la Gltima ecuacion encontramos
s=kh

(13) Las superficies de igual presion cortan a los tubos unitarios en porciones cuya longitud es h
y seccidn ess. Estas porciones elementales de los tubos unitarios se denominaran celdas unitarias.
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En cada una de estas celdas unitarias, la unidad de volumen de fluido pasa de una presion p a una
presion (p— 1) en una unidad de tiempo Yy, por lo tanto, supera la unidad de resistencia en ese
momento. Por lo tanto, el trabajo dedicado a superar la resistencia es de una unidad en cada celda
por cada unidad de tiempo.

(14) Si se conocen las superficies de igual presion, se puede encontrar la direccion y la magnitud
de la velocidad del fluido en cualquier punto, después de lo cual se puede construir un sistema
completo de tubos unitarios, y los comienzos y las terminaciones se indican como las fuentes de
donde se deriva el fluido y los sumideros donde desaparece. Para poder demostrar lo contrario de
esto, que si se da la distribucion de las fuentes, se puede encontrar la presion en cada punto,
debemos establecer ciertas proposiciones preliminares.

(15) Si conocemos las presiones en cada punto del fluido en dos casos diferentes, y si tomamos
un tercer caso en el que la presion en cualquier punto es la suma de las presiones en los puntos
correspondientes en los dos casos anteriores, entonces la velocidad en cualquier punto del tercer
caso es la resultante de las velocidades en los otros dos, y la distribucion de las fuentes es la debida
a la simple superposicion de las fuentes en los dos casos anteriores.

La velocidad en cualquier direccion es proporcional a la velocidad de disminucion de la presion
en esa direccion; de modo que si se suman dos sistemas de presiones, dado que la tasa de
disminucion de presién a lo largo de cualquier linea sera la suma de las tasas combinadas, la
velocidad en el nuevo sistema orientado en la misma direccion sera la suma de las partes resueltas
en los dos sistemas originales. Por lo tanto, la velocidad en el nuevo sistema sera la resultante de las
velocidades en los puntos correspondientes en los dos sistemas anteriores.

De esto se deduce, por (9) que, en el nuevo sistema, la cantidad de fluido que cruza cualquier
superficie fija es la suma de las cantidades de fluido correspondientes en el sistema anterior, y que
las fuentes de los dos sistemas originales simplemente se combinan para formar el nuevo.

Es evidente que en un sistema en que la presion es la diferencia de presiones entre dos sistemas
dados, la distribucién de las fuentes se obtendrd cambiando el signo de todas las fuentes en el
segundo sistema y sumandolas a las del primero.

(16) Si la presién en cada punto de una superficie cerrada es la misma e igual a p, y si no hay
fuentes o sumideros dentro de la superficie, entonces no habrd movimiento del fluido dentro de la
superficie, y la presion dentro de ella serd uniforme e igual a p.

Porque si hay movimiento del fluido dentro de la superficie habra tubos de movimiento de
fluido, y estos tubos deben retornar a si mismos o terminarse dentro de la superficie o en su limite.
Ahora bien, dado que el fluido siempre fluye desde lugares de mayor presion a lugares de menor
presion, no puede fluir en una curva de reingreso; ya que no hay fuentes o sumideros dentro de la
superficie, los tubos no pueden comenzar ni terminar excepto en la superficie; y dado que la presién
en todos los puntos de la superficie es la misma, no puede haber movimiento en los tubos que tienen
ambas extremidades en la superficie. Por lo tanto, no hay movimiento dentro de la superficie, y por
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lo tanto ninguna diferencia de presion que pueda causar movimiento, y dado que la presion en la
superficie limite es p, la presion en cualquier punto dentro de ella también es p.

(17) Si se conoce la presion en cada punto de una superficie cerrada dada, y también se conoce
la distribucidon de las fuentes dentro de la superficie, entonces solo puede existir una Unica
distribucion de presiones dentro de la superficie.

Porque si se pudieran encontrar dos distribuciones diferentes de presiones que satisfagan estas
condiciones, se podria formar una tercera distribucion en la cual la presion en cualquier punto
deberia ser la diferencia de las presiones en las dos distribuciones anteriores. En este caso, dado que
las presiones en la superficie y las fuentes dentro de ella son las mismas en ambas distribuciones, la
presion en la superficie en la tercera distribucion seria cero, y todas las fuentes dentro de la
superficie desaparecerian, por (15).

Luego, por (16) la presion en cada punto en la tercera distribucion debe ser cero; pero esta es la
diferencia de las presiones en los dos casos anteriores, y por lo tanto estos casos son los mismos,
por lo que solo hay una distribucion de presion posible.

18) Determinemos a continuacion la presion en cualquier punto de un cuerpo infinito de fluido
en el centro del cual se encuentra una fuente unitaria, suponiendo que la presiéon a una distancia
infinita de la fuente es cero.

El fluido fluira desde el centro simétricamente, y dado que la unidad de volumen fluye desde
cada superficie esférica que rodea el punto en la unidad de tiempo, la velocidad a una distancia r de
la fuente sera

El fluido fluird desde el centro simétricamente, y dado que la unidad de volumen fluye desde
cada superficie esférica que rodea el punto en la unidad de tiempo, la velocidad a una distancia r de
la fuente sera

1

V=
Amr?

Por lo tanto, la velocidad de disminucion de la presion es kvo_X Y dado que cuando r es
4mr

infinito la presion es 0, la presion real en cada punto sera

Esto implica que la presion es inversamente proporcional a la distancia a la fuente.

Es evidente que la presién debida a un sumidero unitario sera negativa e igual a_ _X_ .
4nr
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Si tenemos una fuente formada por la asociacion de S fuentes unitarias, la presion resultante sera
p= "52 , de modo que la presion a una distancia dada varia segin la resistencia y el nimero de
Anr

fuentes asociadas.

(19) Si varias fuentes y sumideros coexisten en el fluido, entonces, para determinar la presion
resultante, solo tenemos que sumar las presiones que produce cada fuente o sumidero. Por (15) esto
serd una solucion del problema, y por (17) seré el Gnico. Mediante este método podemos determinar
las presiones debidas a cualquier distribucion de fuentes, ya que mediante el método de (14)
podemos determinar la distribucién de las fuentes a las que se debe una determinada distribucion de
presiones.

(20) Tenemos que demostrar que si concebimos una superficie imaginaria como fija en el
espacio que intersecta las lineas de movimiento del fluido, podemos sustituir el fluido de un lado de
esta superficie por una distribucién de fuentes sobre la superficie misma sin alterar de alguna
manera el movimiento del fluido en el otro lado de la superficie.

Porque si describimos el sistema de tubos unitarios que define el movimiento del fluido, y
dondequiera que un tubo ingresa a través de la superficie, colocamos una fuente unitaria, y cada vez
que un tubo sale a través de la superficie, colocamos un sumidero unitario, y al mismo tiempo la
superficie permanece impermeable al fluido, el movimiento del fluido en los tubos continuara como
antes.

(21) Si el sistema de presiones y la distribucion de las fuentes que las producen se conocen en
un medio cuya resistencia se mide por k, entonces para producir el mismo sistema de presiones en
un medio cuya resistencia es la unidad, la tasa de produccion en cada fuente debe multiplicarse por
k. Porque la presién en cualquier punto debido a una fuente dada varia como la tasa de produccion y
la resistencia en conjunto; por lo tanto, si la presion es constante, la tasa de produccion debe variar
inversamente a la resistencia.

(22) Sobre las condiciones que debe cumplir una superficie que separa dos medios cuyos
coeficientes de resistencia son k y k'

Estas se obtienen a partir de la consideracion de que la cantidad de fluido que, desde cualquier
punto de un medio fluye hacia el otro y que la presion varia continuamente de un medio a otro. La
velocidad normal a la superficie es la misma en ambos medios y. por lo tanto, la velocidad de
disminucion de la presion es proporcional a la resistencia. La direccion de los tubos de movimiento
y las superficies de igual presion se alteraran después de atravesar la superficie, y la ley de esta
refraccion que tiene lugar en el plano que pasa por la direccion de incidencia y la normal a la
superficie, estara dada por la relacion entre la tangente del angulo de incidencia y la tangente del
angulo de refraccion e igual a la relacion entre k' y k.

(23) Sea que el espacio dentro de una dada superficie cerrada se llene con un medio diferente al
que esta en su exterior, y supongamos conocidas las presiones en cualquier punto de este sistema
compuesto debido a una distribucion dada de fuentes dentro y fuera de la superficie. Se requiere
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determinar una distribucién de fuentes que produciria el mismo sistema de presiones en un medio
cuyo coeficiente de resistencia es la unidad.

Construya los tubos de movimiento de fluido, y dondequiera que un tubo unitario entra, en
cualquier medio, coloque una fuente unitaria y en todo lugar donde un tubo unitario sale, coloque
un sumidero unitario. Entonces, si suponemos que la superficie es impermeable, todo continuara
como antes.

Supongamos que la resistencia del medio exterior viene medida por k, y la del interior por V.
Entonces, si multiplicamos la tasa de produccion de todas las fuentes en el medio exterior (incluidas
las de la superficie), por k, y hacemos unitario el coeficiente de resistencia, las presiones
permaneceran como antes, y lo mismo ocurrira en el medio interior si multiplicamos todas las
fuentes en él por k', incluidas las de la superficie, y hacemos que su resistencia sea la unidad.

Dado que las presiones en ambos lados de la superficie son ahora iguales, podemos suponer, si
queremos, que es permeable.

Ahora tenemos el sistema original de presiones producido en un medio uniforme por una
combinacién de tres sistemas de fuentes. El primero de ellos es el sistema externo dado
multiplicado por k, el segundo es el sistema interno dado multiplicado por k', y el tercero es el
sistema de fuentes y sumideros en la superficie misma. En el caso original, cada fuente en el medio
externo tenia un sumidero igual en el medio interno del otro lado de la superficie, pero ahora la
fuente se multiplica por k y el sumidero por k', de modo que el resultado es para cada fuente unitaria
externa en la superficie, una fuente = (k—k'). Por medio de estos tres sistemas de fuentes, el sistema
original de presiones puede producirse en un medio para el que k = 1.

(24) Supongamos que no hay resistencia en el medio dentro de la superficie cerrada, es decir sea
k '= 0, entonces la presion dentro de la superficie cerrada es uniforme e igual a p, y la presion en la
superficie misma también es p. Si al asumir cualquier distribucion de pares de fuentes y sumideros
dentro de la superficie ademas de las fuentes externas e internas dadas, y al suponer que el medio es
el mismo dentro y fuera de la superficie, podemos hacer que la presion en la superficie sea
uniforme, las presiones encontradas para el medio externo, junto con la presion uniforme p en el
medio interno, sera la Unica distribucién verdadera de presiones que es posible.

Porque si se pudieran encontrar dos distribuciones de este tipo tomando diferentes distribuciones
imaginarias de pares de fuentes y sumideros dentro del medio, entonces tomando la diferencia de
los dos para una tercera distribucion, deberiamos tener la presion de la superficie limite constante en
el nuevo sistema y tantas fuentes como sumideros dentro de ella, y por lo tanto, para cualquier
fluido que fluya hacia cualquier punto de la superficie, una cantidad igual debe fluir en algun otro
punto hacia afuera.

En el medio externo, todas las fuentes se destruyen entre si, y tenemos un medio infinito sin
fuentes que rodean el medio interno. La presion en el infinito es cero, mientras que en la superficie
es constante. Si la presion en la superficie es positiva, el movimiento del fluido debe ser hacia
afuera desde cada punto de la superficie; si es negativo, debe fluir hacia la superficie. Pero se ha
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demostrado que ninguno de estos casos es posible, porque si algun fluido entra en la superficie,
debe escapar una cantidad igual y, por lo tanto, la presion en la superficie es cero en el tercer
sistema.

Por lo tanto, en el tercer caso, la presion en todos los puntos en el limite del medio interno es
cero y no hay fuentes, y por consiguiente, por (16) la presion es cero en todas partes.

La presion en la superficie limite del medio interno también es cero, y no hay resistencia, por lo
tanto, es cero en todo el medio; pero, en el tercer caso, la presion es la diferencia de presiones en los
dos casos dados, por lo tanto, estos son iguales, y solo hay una distribucién de presion que es
posible, es decir, que se debe a la distribucion imaginaria de fuentes y sumideros.

(25) Cuando en el medio interno la resistencia es infinita, no puede haber paso de fluido a través
de ella o dentro de ella. Por lo tanto, la superficie delimitada puede considerarse como impermeable
al fluido, y los tubos de movimiento de fluido correran a lo largo de ella sin cortarla.

Si al asumir cualquier distribucion arbitraria de fuentes dentro de la superficie ademas de las
fuentes dadas en el medio externo, y al calcular las presiones y velocidades resultantes como en el
caso de un medio uniforme, podemos cumplir la condicion de que no haya velocidad en la
superficie y el sistema de presiones en el medio externo sera el verdadero. Puesto que ningun fluido
pasa a travées de la superficie, los tubos en el interior son independientes de los que estan fuera y
pueden retirarse sin alterar el movimiento externo.

(26) Si la extension del medio interno es pequefia, y si la diferencia de resistencia en los dos
medios también es pequefia, entonces la posicion de los tubos de la unidad no se vera muy alterada
por lo que ocurriria si el medio externo llenase el espacio completo.

Sobre la base de esta suposicion podemos calcular facilmente el tipo de alteracion que producird
la introduccién del medio interno; porque dondequiera que un tubo unitario entre en la superficie
debemos concebir una fuente que produzca fluido a una velocidad (k'- k) /k, y donde un tubo lo deje
debemos colocar un liquido que aniquila el sumidero a la velocidad (k'- k) /k.Luego, calculando las
presiones sobre la suposicion de que la resistencia en ambos medios es k, lo mismo que en el medio
externo, obtendremos la verdadera distribucién de presiones muy aproximadamente, y podemos
obtener un mejor resultado repitiendo el proceso en el sistema de las presiones asi obtenidas.

(27) Si en lugar de un cambio abrupto de un coeficiente de resistencia a otro tomamos un caso
en el que la resistencia varia continuamente de un punto a otro, podemos tratar el medio como si
estuviera compuesto de bandas delgados, cada una de las cuales tiene una resistencia uniforme .
Suponiendo una distribucion apropiada de las fuentes sobre las superficies de separacion de las
capas, podemos tratar el caso como si la resistencia fuera igual a la unidad, como en (23). Las
fuentes se distribuiran de forma continua a lo largo de todo el medio y seran positivas siempre que
el movimiento se realice desde lugares de menor a mayor resistencia y negativos cuando estén en
direccion contraria.

(28) Hasta ahora hemos supuesto que la resistencia en un punto dado del medio es la misma en
cualquier direccion en que se produzca el movimiento del fluido; pero podemos concebir un caso en
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el que la resistencia sea diferente en diferentes direcciones. En tales casos, las lineas de movimiento
no seran, en general, perpendiculares a las superficies de igual presion. Si a, b, ¢ son las
componentes de la velocidad en cualquier punto, y o, B, y las componentes de la resistencia en el
mismo punto, estas cantidades estaran conectadas por el siguiente sistema de ecuaciones lineales,
que se puede llamar “‘ecuaciones de conduccion” y se hara referencia a ese nombre.

a=Pia + Q3B + Rz’Y,
b= PZB + Ql’Y+ Rzo
€ =Py + Q2o + R1.

En estas ecuaciones hay nueve coeficientes de conductividad independientes. Para simplificar
las ecuaciones, hagamos

Q1+ R;1 =25,Q: - Ry =2IT, etc.
donde 4T?=(Q1-R1)*+(Q2-R2)*+(Qs— Ra)?,
Y que I, m,nsean los cosenos directores respecto a una cierta linea fija en el espacio.

La ecuacién se podra escribir

a=P;a+ S3B+ Sy + (N — my)T,
b:PZB + SI'Y + 830. + (|’Y - na)T,
C:P3’Y + S,o+ Slﬁ + (m(x —|B)T

Mediante una transformacion ordinaria de coordenadas podemos eliminar los coeficientes
indicados con S, y la ecuacion se transforma en

a=P’io+ (N’ —-m’y)T,
b=P’:B + (I’'y—n’a)T,
c=P’3y + (Ma-I'B)T.

dondel',m',n" son los cosenos directores respecto a una linea fija referida a un nuevo sistema de

ejes. Si hacemos

(x—d_p 'B:%' —d_p

“ax Py T az
la ecuacion de continuidad

da db dc
+ —

—+—+—=0
dx dy dz

Se vuelve
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. d%p o d%p
I31W+pzdy2 Td?

Por lo tanto, podemos hacer

(=P y={Fom. 2=FLC

Entonces

que es la ecuacién ordinaria de conduccion.

Por lo tanto, parece que la distribucion de presiones no se ve alterada por la existencia del
coeficiente T. EI profesor Thomson ha mostrado cémo concebir una sustancia en la que este
coeficiente determina una propiedad que hace referencia a un eje que, a diferencia de los ejes de Py,
P,, P3 es dipolar.

Para mayor informacién sobre ecuaciones de conduccion, ver Professor Stokes “On the
Conduction of Heat in Crystals.” (Cambridge and DublinMath. Journ.), y Professor Thomson:“On
the Dynamical Theory of Heat”, Parte V. (Transactions of Royal Society of Edinburgh, Vol xxi.
Parte i.).

Es evidente que todo lo que se ha probado en (14), (15), (16), (17) con respecto a la
superposicion de diferentes distribuciones de presion, y que solo hay una distribucién de presiones
correspondiente a una distribucion dada de fuentes, serd cierto también en los casos en que la
resistencia varia de un punto a otro, y cuando la resistencia en el mismo punto es diferente en
diferentes direcciones. Porque si examinamos la prueba, la encontraremos aplicable a tales casos,
asi como a la de un medio uniforme.

29) Ahora estamos preparados para probar ciertas proposiciones generales que son verdaderas
en el caso mas general de un medio cuya resistencia es diferente en diferentes direcciones y varia de
un punto a otro.

Cuando se conoce la distribucion de presiones, mediante el método de (28) podemos construir
las superficies de igual presion, los tubos de movimiento de fluido, las fuentes y los sumideros. Es
evidente que dado que en cada celda en la que un tubo unitario esta dividido por las superficies de
igual presién, la unidad de fluido pasa de la presion p a la presion (p— 1) en la unidad de tiempo y el
trabajo que se realiza mediante el fluido en cada célula para superar la resistencia es la unidad.

La cantidad de celdas en cada tubo unitario esta determinada por el nimero de superficies de
igual presion a traves de las cuales pasa. Si la presion al principio del tubo es p y al final p',
entonces el numero de celdas serd p — p'. Ahora bien, si el tubo se hubiera extendido desde la fuente
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a un lugar donde la presion es cero, el nimero de células habria sido p, y si el tubo hubiera venido
desde el sumidero a cero, el niumero habria sido p'y el nUmero verdadero es la diferencia de estos.

Por lo tanto, si encontramos la presion en una fuente S de la cual los tubos S proceden, es p, Sp
sera el niumero de celdas debido a la fuente S; pero si S'de los tubos terminan en un sumidero a una
presion p', entonces debemos descontar las células S'p'del nimero previamente obtenido. Ahora, si
denotamos la fuente de los S tubos mediante S, el sumidero de los S' tubos puede escribirse — S'; los
sumideros siempre se consideran negativos, y la expresion general para el namero de celdas en el
sistema sera X (Sp).

(30) Puede llegarse a la misma conclusién observando que, en cada celda, se realiza la unidad
de trabajo. Si en cada fuente S, son expulsadas S unidades de fluido contra una presion p, de modo
que el trabajo realizado por el fluido en la superacién de la resistencia sea Sp y en cada sumidero en
el que terminan los tubos S', las S' unidades de fluido se hunden bajo la presién p'; el trabajo hecho
sobre el fluido por la presién serd, por lo tanto,S'p'. Todo el trabajo hecho por el fluido podra

expresarse por
WS- Tss

O, en forma mas concisa, considerando a los sumideros como fuentes negativas

W =Z(Sp).

(31) Supongamos que S representa la tasa de produccion de una fuente en cualquier medio, y sea p
la presion en cualquier punto dado debido a esa fuente. Entonces, si superponemos en esta, otra
fuente igual, cada presion se duplicara, y asi, por superposicion sucesiva, encontraremos que una
fuente nS produciria una presion np, 0 mas generalmente, la presiéon en cualquier punto debido a
una fuente dada varia segun la tasa de produccion de la fuente. Esto puede ser expresado por la
ecuacion

p = RS,

donde R es un coeficiente que depende de la naturaleza del medio y de la posicion de la fuente en
un punto dado. En un medio uniforme cuya resistencia se mide por k

_kS kK
Aqr 4qr

R se puede llamar coeficiente de resistencia del medio entre la fuente y el punto dado. Al combinar
cualquier cantidad de fuentes, generalmente tendremos

p=Z(RS),

(32) En un medio uniforme, la presion debida a una fuente S, sera
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Con otra fuente S’ a la distancia r tendremos

k SS'
SSp=——-=98p'
P A r P

sea p' la presion en S debido a S'. Si, por lo tanto, hay dos sistemas de fuentes X(S) y %(S"), y si las
presiones debidas a la primera son p y a la segunda p', entonces

Z(S’p) = Z(Sp).
Para cada término S’phabra un término Sp’ igual a él.

(33) Supongamos que en un medio uniforme el movimiento del fluido es en todas partes paralelo a
un plano, entonces las superficies de igual presion seran perpendiculares a este plano. Si tomamos
dos planos paralelos a una distancia igual a k uno del otro, podemos dividir el espacio entre estos
planos en tubos unitarios por medio de superficies cilindricas perpendiculares a los planos, y estos
junto con las superficies de igual presion dividiran el espacio en celdas cuya longitud es igual a la
anchura. Porque si h es la distancia entre superficies consecutivas de igual presion y s la seccién del
tubo de la unidad, tenemos por (13) s = kh.

Pero s es el producto de la amplitud y la profundidad; como la profundidad es k, por lo tanto, la
anchura es h e igual a la longitud.

Si dos sistemas de curvas planas se cortan entre si en angulos rectos para dividir el plano en
pequefias areas de las que la longitud y la anchura son iguales, entonces tomando otro plano a la
distancia k de la primera y erigiendo superficies cilindricas en las curvas del plano como bases, se
formard un sistema de celdas que satisfara las condiciones ya sea que supongamos que el fluido
corra a lo largo del primer conjunto de lineas de corte o del segundo .

Aplicacidn de la idea de lineas de fuerza

Ahora debo mostrar como la idea de las lineas de movimiento de fluidos descritas anteriormente
puede modificarse para que sea aplicable a las ciencias de la electricidad estatica, el magnetismo
permanente, el magnetismo de induccion y las corrientes galvanicas uniformes, reservando las leyes
del electromagnetismo para una consideracion especial.

Asumiré que los fendmenos de la electricidad estatica ya han sido explicados por la accion
mutua de dos tipos opuestos de materia. Si consideramos a uno de estos como electricidad positiva

*Ver Cambridge and Dublin Mathematical Journal, Vol. iii, p. 286.
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y el otro como negativa, entonces dos particulas de electricidad interactian con una fuerza que se
mide por el producto de las masas de las particulas divididas por el cuadrado de su distancia.

Ahora encontramos en (18) que la velocidad de nuestro fluido imaginario debido a una fuente S
a una distancia r varfa inversamente a r’. Veamos cual sera el efecto de sustituir esa fuente por cada
particula de electricidad positiva. La velocidad debida a cada fuente seria proporcional a la
atraccion debida a la particula correspondiente, y la velocidad resultante debida a todas las fuentes
seria proporcional a la atraccion resultante de todas las particulas. Ahora podemos encontrar la
presion resultante en cualquier punto agregando las presiones debidas a las fuentes dadas, y por lo
tanto podemos encontrar la velocidad resultante en una direccion dada a partir de la tasa de
disminucion de presion en esa direccion, y esto sera proporcional a la atraccion resultante de las
particulas resueltas en esa direccion.

Dado que la atraccion resultante en el problema eléctrico es proporcional a la disminucion de
presion en el problema imaginario, y dado que podemos seleccionar cualquier valor para las
constantes en el problema imaginario, podemos suponer que la atraccion resultante en una cierta
direccion x es numéricamente igual a la disminucidn de la presion en esa direccién, o

_dp
dx

X =

Mediante esta suposicion encontramos que si V es el potencial
dV=Xdx +Ydy + Zdz = —dp,
y, como a una distancia infinitaV=0yp=0,V=-p

En el problema eléctrico tenemos

En el fluido

Si se supone que k es muy grande, la cantidad de fluido producido por cada fuente para
mantener las presiones sera muy pequefa.

El potencial de cualquier sistema de electricidad en si mismo sera
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Y (pm)=S0 D (pS)=pw

Si ¥ (dm), X (dm") son dos sistemas de particulas eléctricas y p, p' los potenciales debidos,
respectivamente, a ellas, entonces por (32)

> (pam)= 1= (p5) =, " (9 S)= ()

0 que el potencial del primer sistema sobre el segundo es igual al potencial del segundo sistema
sobre el primero.

Si la conduccion del dieléctrico es perfecta o casi igual para las pequefias cantidades de
electricidad con las que tratamos, entonces tenemos el caso de (24). El dieléctrico se considera
entonces como un conductor, su superficie es una superficie de igual potencial y la atraccion
resultante cerca de la superficie misma es perpendicular a ella.

Teoria de los imanes permanentes

Un iméan se concibe como formado por particulas elementales magnetizadas, cada una de las
cuales tiene sus propios polos norte y sur, cuya accion sobre otros polos norte y sur se rige por leyes
matematicamente idénticas a las de la electricidad. De ahi que la misma aplicacion de la idea de
lineas de fuerza se pueda hacer a este sujeto, y la misma analogia del movimiento del fluido se
puede emplear para ilustrarlo.

Pero puede ser atil examinar la forma en que la polaridad de los elementos de un iman puede ser
representada por las celdas unitarias en el movimiento del fluido. En cada celda unitaria, la unidad
de fluido entra por una cara y fluye por la cara opuesta, de modo que la primera cara se convierte en
un sumidero unidad y la segunda en una fuente unidad con respecto al resto del fluido. Por lo tanto,
se puede comparar con un iman elemental, con una cantidad igual de materia magnética norte y sur
distribuida en dos de sus caras. Si ahora consideramos que la celda forma parte de un sistema, el
fluido que fluye de una celda fluira hacia la siguiente, y asi sucesivamente, de modo que la fuente se
transferird desde el extremo de la celda hasta el extremo del tubo unidad. Si todos los tubos de la
unidad comienzan y terminan en la superficie limite, las fuentes y sumideros se distribuiran por
completo en esa superficie, y en el caso de un iman que tiene lo que se ha denominado distribucion
solenoide o tubular de magnetismo, todo el imaginario magnético de la materia estard en la
superficie™

“Ver Professor Thomson“On the Mathematical Theory of Magnetism”, Capitulos iii y v. Phil.Trans. 1851.

233



Duhem y el electromagnetismo de Maxwell

Teoria de la induccion paramagnética y diamagnética

FaradayT ha demostrado que los efectos de los cuerpos paramagnéticos y diamagnéticos en el
campo magnético se pueden explicar suponiendo que los cuerpos paramagnéticos conducen mejor
las lineas de fuerza y los cuerpos diamagnéticos peor, que el medio circundante. Al referirse a (23)
y (26), y al suponer que las fuentes representan la materia magnética del norte, y los sumideros la
materia magnética del sur, entonces si un cuerpo paramagnético se encuentra cerca de un polo
norte, las lineas de fuerza al entrar producirdn materia magnética sur, y al dejarlo produciran una
cantidad igual de materia magnética norte. Como, en general, las cantidades de materia magnética
son iguales, pero la materia del sur es mas cercana al polo norte, el resultado sera la atraccion. Si,
por otro lado, el cuerpo es diamagnético, o un conductor peor de lineas de fuerza que el medio
circundante, habra una distribucion imaginaria de la materia magnética del norte donde las lineas
pasan al peor conductor, y del sur donde se distribuyen de un modo que, en general, producen
repulsion.

"De la consideracion de que el potencial de todo el sistema es proporcional a la cantidad de
trabajo realizado por el fluido en la superacion de la resistencia, podemos obtener una ley mas
general. La introduccion de un segundo medio aumenta o disminuye el trabajo realizado segun que
la resistencia sea mayor o menor que la del primer medio. La cantidad de este aumento o
disminucion variara segun el cuadrado de la velocidad del fluido.

Ahora, segun la teoria de los potenciales, la fuerza de movimiento en cualquier direccién se
mide por la velocidad de disminucion del potencial del sistema al pasar en esa direccién. Por lo
tanto, cuando k', la resistencia dentro del segundo medio, es mayor que K, la resistencia en el medio
circundante, hay una fuerza que se ejerce desde lugares donde la fuerza resultante v es mayor a
donde es menor, de modo que un cuerpo diamagnético se mueve de mayor a menor valor de la
fuerza resultante.

En cuerpos paramagnéticos k' es menor que k, de modo que la fuerza ahora esta dirigida de
puntos de menor a puntos de mayor fuerza magnética resultante. Dado que estos resultados
dependen Unicamente de los valores relativos de k y k', es evidente que cambiando el medio
circundante, el comportamiento de un cuerpo puede cambiarse de paramagnético a diamagnético a
voluntad

Es evidente que deberiamos obtener los mismos resultados matemaéticos si hubiéramos supuesto
que la fuerza magnética tiene un poder de excitar una polaridad en cuerpos que esta en la misma
direccion que las lineas en cuerpos paramagnéticos, y en la direccion inversa en cuerpos
diamagnéticos”. De hecho, todavia no hemos llegado a ningin hecho que nos lleve a elegir a

"Experimental Researches (3292).

*Experimental Researches (2797), (2798).Ver Thomson, Cambridge and Dublin Mathematical Journal. Mayo
1847.

“Experimental Researches (2429), (3320).Ver Weber, Poggendorf, LXXXVII, p. 145; Prof. Tyndall, Phil. Trans,
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cualquiera de estas tres teorias, la de las lineas de fuerza, la de la materia magnética imaginaria y la
de la polaridad inducida. Como la teoria de las lineas de fuerza admite la afirmacion mas precisa y,
al mismo tiempo, menos tedrica, le permitiremos representar el presente.

Teoria de la induccion magnetocristalina.

La teoria de Faraday ™~ con respecto al comportamiento de los cristales en el campo magnético se
puede establecer asi. En ciertos cristales y otras sustancias, las lineas de fuerza magnética se dirigen
con diferentes facilidades en diferentes direcciones. Un cuerpo cuando esté suspendido en un campo
magnético uniforme girard o tendera a adoptar una posicion tal, que las lineas de fuerza pasaran a
través de él con la menor resistencia. No es dificil, mediante de los principios en (28) expresar las
leyes que rigen para de este tipo de accion, e incluso reducirlas, en ciertos casos, a formulas
numeéricas. Los principios de la polaridad inducida y de la materia magnética imaginaria son aqui de
poco uso; pero la teoria de las lineas de fuerza es capaz de la adaptacion méas perfecta a esta clase de
fendmenos.

Teoria de la conduccion de la corriente eléctrica

Es en el célculo de las leyes de las corrientes eléctricas constantes que la teoria del movimiento
fluido que hemos establecido admite la aplicacién mas directa. Ademas de las investigaciones de
Ohm sobre este tema, tenemos las del Sr. Kirchhoff, Ann. de Chim. XLI. 496, y del Sr. Quincke,
XLVII. 203, sobre la Conduccion de Corrientes Eléctricas en Placas. De acuerdo con las opiniones
recibidas, aqui tenemos una corriente de fluido que se mueve uniformemente en los circuitos
conductores, que oponen una resistencia a la corriente que debe superarse mediante la aplicacién de
una fuerza electro-motriz en alguna parte del circuito. Debido a esta resistencia al movimiento del
fluido, la presidn debe ser diferente en diferentes puntos del circuito. Esta presion, que cominmente
se llama tension eléctrica, se encuentra que es fisicamente idéntica al potencial en la electricidad
estatica, y asi tenemos los medios para conectar los dos conjuntos de fenémenos.

Si supiéramos qué cantidad de electricidad, medida estaticamente, pasa a lo largo de esa
corriente que asumimos como nuestra unidad de corriente, entonces la conexion entre la electricidad
debida a la tensién y la corriente eléctrica se completaria’ . Hasta ahora, esto se ha hecho sélo
aproximadamente, pero sabemos lo suficiente como para estar seguros de que los poderes
conductores de diferentes sustancias difieren solo en sus grados y que la diferencia entre el vidrio y
el metal es que la resistencia es una cantidad grande, pero finita, en el vidrio, y una cantidad muy
pequefia, pero finita, en el metal. Asi, la analogia entre la electricidad estatica y el movimiento del
fluido resulta mas perfecta de lo que podriamos haber supuesto, ya que alli la induccion continla

1856, p. 237.
“Exp. Res. (2836), etc.
““Ver Exp. Res. (371).
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por conduccion igual que en la electricidad real, pero la cantidad conducida es insensible debido a
la gran resistencia de los dieléctricos'.

Sobre las fuerzas electromotrices

Cuando existe una corriente uniforme en un circuito cerrado, es evidente que algunas otras
fuerzas deben actuar sobre el fluido ademas de las presiones. Porque si la corriente se debiera a la
diferencia de presiones, fluiria desde el punto de mayor presion en ambas direcciones hasta el punto
de menor presion, mientras que en realidad circula constantemente en una direccion. Por lo tanto,
debemos admitir la existencia de ciertas fuerzas capaces de mantener una corriente constante en un
circuito cerrado. De estas, la mas notable es la producida por la accién quimica. Una célula de una
bateria voltaica, 0 més bien la superficie de separacion del fluido de la celda y el zinc, es el asiento
de una fuerza electromotriz que puede mantener una corriente en oposicién a la resistencia del
circuito. Si adoptamos la convencion usual al hablar de corrientes eléctricas, la corriente positiva es
la que va desde el fluido a través del platino, el circuito conductor y el zinc y regresa al fluido
nuevamente. Si la fuerza electromotriz actla solo en la superficie de separacién del fluido y el zinc,
entonces la tension de la electricidad en el fluido debe ser mayor que la del zinc en una cantidad que
depende de la naturaleza y la longitud del circuito y de la potencia de la corriente. la corriente en el
conductor.

Para mantener esta diferencia de presion, debe existir una fuerza electromotriz cuya intensidad
se mide por esa diferencia de presion. Si F es la fuerza electromotriz, | la cantidad de la corriente o
el nimero de unidades eléctricas entregadas en una unidad de tiempo, y K una cantidad que
depende de la longitud y la resistencia del circuito conductor, entonces

F=IK=p-p’
Donde p es la tension eléctrica en el fluido y p’ en el cinc.

Si el circuito se corta en algin punto, como no hay corriente, la tension de la parte que
permanece adherida al platino serd p, y la del otro serd p', p — p' 0 F brinda una medida de la
intensidad de la corriente. Esta distincion de cantidad e intensidad es muy util", pero debe
entenderse claramente que significa nada mas que esto: — La cantidad de una corriente es la
cantidad de electricidad que transmite en una unidad de tiempo, y se mide por | el nimero de
unidades de corriente que contiene. La intensidad de una corriente es su poder de superar la
resistencia, y se mide mediante F o IK, donde K es la resistencia de todo el circuito.

La misma idea de cantidad e intensidad se puede aplicar al caso de magnetismo'. La cantidad de
magnetizacién en cualquier seccion de un cuerpo magnético se mide por el nimero de lineas de

"Exp. Res. Vol iii. p. 513.
“Exp. Res. Vol. iii. p. 519.
"Exp. Res. (2870) (3293)
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fuerzas magnéticas que lo atraviesan. La intensidad de la magnetizacion en la seccidén depende del
poder de resistencia de la seccion, asi como del numero de lineas que la atraviesan. Si h es el poder
de resistencia del material, S el &rea de la seccidn, e | el nimero de lineas de fuerza que pasan a
través de él, entonces toda la intensidad a lo largo de la seccién es

| K
S

=F=

Cuando la magnetizacion se produce solamente por la influencia de otros imanes, podemos
poner p para la tension magnética en cualquier punto, luego para todo el solenoide magnético

F= IIde: IK=p-p

Cuando un circuito magnético solenoidal retorna a si mismo, la magnetizacién no depende s6lo
de la diferencia de tensiones, sino de alguna fuerza de magnetizacién cuya intensidad es F.

Si i es la cantidad de magnetizacion en cualquier punto, o el nimero de lineas de fuerza que
pasan a través de la unidad de area en la seccidn del solenoide, entonces la cantidad total de
magnetizacion en el circuito es el nimero de lineas que pasan a través de cualquier seccion, | =

2idydz, donde dydz es el elemento de la seccién, y la suma se realiza en toda la seccion.

La intensidad de la magnetizacion en cualquier punto, o la fuerza requerida para mantener la
magnetizacién, se mide por ki = f, y la intensidad total de la magnetizacion en el circuito se mide
por la suma de las intensidades locales en todo el circuito,

F= 3(fdx),

donde dx es el elemento de longitud en el circuito y la suma se extiende alrededor de todo el
circuito.

En el mismo circuito siempre tenemos F = IK, donde K es la resistencia total del circuito y depende
de su forma y de la materia de la que esta compuesto.

Sobre la accion a distancia de circuitos cerrados

Las leyes matematicas de las atracciones y repulsiones de los conductores han sido investigadas
habilmente por Ampeére, y sus resultados han resistido la prueba de experimentos posteriores.

Partiendo de la Unica suposicion de que la accion de un elemento de una corriente sobre un
elemento de otra corriente es una fuerza atractiva o repulsiva que actua en la direccion de la linea
que une los dos elementos, Ampere ha determinado mediante los experimentos mas simples la
forma matemaética dela ley de atraccion, y ha puesto esta ley en varias formas muy elegantes y
atiles. Sin embargo, debemos recordar que no se han realizado experimentos sobre estos elementos
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de las corrientes, excepto bajo la forma de corrientes cerradas, ya sea en conductores rigidos o en
fluidos, y que las leyes de las corrientes cerradas solo pueden deducirse de tales experimentos. Por
lo tanto, si las formulas de Ampere aplicadas a las corrientes cerradas dan resultados verdaderos, su
verdad no esta probada para los elementos de las corrientes a menos que supongamos que la accion
entre dos elementos debe estar a lo largo de la linea que los une. Aunque esta suposicion es mas
justificable y filoséfica en el estado actual de la ciencia, serd mas conducente a la libertad de
investigacion si nos esforzamos por prescindir de ella, y suponemos a las leyes de las corrientes
cerradas como el ultimo dato del experimento.

Ampére ha demostrado que cuando las corrientes se combinan de acuerdo con la ley del
paralelogramo de fuerzas, la fuerza debida a la corriente resultante es la resultante de las fuerzas
debidas a las corrientes componentes, y que las corrientes iguales y opuestas generan fuerzas
iguales y opuestas, y cuando se combinan se neutralizan entre si.

También ha demostrado que un circuito cerrado de cualquier forma no tiene tendencia a hacer
girar circularmente a un conductor mavil alrededor de un eje fijo a través del centro del circulo,
perpendicular a su plano y que, por lo tanto, las fuerzas en el caso de un circuito cerrado
cumplenXdx + Ydy + Zdz, una diferencial exacta.

Finalmente, ha demostrado que si hay dos sistemas de circuitos similares y situados de manera
similar, la cantidad de corriente eléctrica en los conductores correspondientes es la misma, las
fuerzas resultantes son iguales, cualesquiera que sean las dimensiones absolutas de los sistemas, lo
que prueba que las fuerzas son, ceteris paribus, inversamente proporcionales al cuadrado de la
distancia.

De estos resultados se deduce que la accién mutua entre dos corrientes cerradas, cuyas areas son
muy pequefias, es la misma que la de dos barras magnéticas elementales magnetizadas
perpendicularmente al plano de las corrientes.

La direccion de magnetizacion del iman equivalente puede predecirse recordando que una
corriente que viaje alrededor de la Tierra de este a oeste, como parece hacerlo el Sol, seria
equivalente a la magnetizacion que posee la Tierra, y por lo tanto en la direccidn contraria a la de
una aguja magnética cuando puede apuntar libremente.

Si, en una superficie, existe una cantidad de corrientes unitarias cerradas en contacto, entonces
en todos los puntos en que dos corrientes estan en contacto habra dos corrientes iguales y opuestas
que no produciran ningun efecto, pero a lo largo del limite de la superficie ocupada por las
corrientes habran una corriente residual no neutralizada por ninguna otra; y por lo tanto, el resultado
sera el mismo que el de una sola unidad de corriente alrededor del limite de todas las corrientes.

A partir de esto, parece que las atracciones externas de una capa uniformemente magnetizada
perpendicular a su superficie son las mismas que las debidas a una corriente alrededor de su borde,
ya que cada una de las corrientes elementales en el primer caso tiene el mismo efecto que un
elemento magnético de la capa.
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Si examinamos las lineas de fuerza magnética producidas por una corriente cerrada, veremos
que forman curvas cerradas que pasan alrededor de la corriente y la abarcan, y que la intensidad
total de la fuerza de magnetizacion a lo largo de la linea de fuerza cerrada depende, solamente, de la
cantidad de corriente eléctrica. El nimero de lineas unitarias” de fuerza magnética debido a una
corriente cerrada depende de la forma y de la cantidad de la corriente, pero el nimero de celdas
unitarias” en cada linea de fuerza completa se mide simplemente por el nimero de corrientes
unitarias que la abrazan. Las celdas unitarias en este caso son porciones de espacio en las cuales la
unidad de la cantidad magnética es producida por la unidad de la fuerza de magnetizacion. Por lo
tanto, la longitud de una celda es inversamente proporcional a la intensidad de la fuerza de
magnetizacidn, y su seccion es inversamente proporcional a la cantidad de induccion magnética en
ese punto.

Por lo tanto, el nimero total de celdas debidas a una corriente dada es proporcional a la
intensidad de la corriente multiplicada por el nimero de lineas de fuerza que lo atraviesan. Si por
algiin cambio en la forma de los conductores se puede aumentar el nimero de celdas, habra una
fuerza que tiende a producir ese cambio, de modo que siempre hay una fuerza que impulsa a un
conductor transversal a las lineas de fuerza magnética, a provocar que mas lineas de fuerza pasen a
través del circuito cerrado del cual el conductor forma parte.

El nimero de celdas debido a dos corrientes dadas se obtiene multiplicando el nimero de lineas
de accion magnetica inductiva que pasan a través de cada una por la cantidad de las corrientes,
respectivamente. Ahora por (9) el nimero de lineas que pasan por la primera corriente es la suma de
sus propias lineas y las de la segunda corriente que pasarian por la primera si la segunda corriente
estuviera en accion. Por lo tanto, el nimero total de celdas aumentara con cualquier movimiento
que provoque el paso de mas lineas de fuerza a través de cualquiera de los circuitos y, por lo tanto,
la fuerza resultante tendera a producir dicho movimiento y el trabajo realizado por esta fuerza
durante el movimiento, serd medido por la cantidad de celdas nuevas producidas Todas las acciones
de los conductores cerrados entre si pueden deducirse de este principio.

Sobre las corrientes eléctricas producidas por induccion

Faraday ha demostrado® que cuando un conductor se mueve transversalmente a las lineas de
fuerza magnética, surge una fuerza electromotriz en el conductor, que tiende a producir una
corriente en él. Si el conductor esta cerrado, hay una corriente continua, si esta abierto, el resultado
es una tension. Si un conductor cerrado se mueve transversalmente a las lineas de induccion
magnética, entonces, si el namero de lineas que lo atraviesan no cambia durante el movimiento, las
fuerzas electromotrices en el circuito estardn en equilibrio, y no habra corriente . Por lo tanto, las
fuerzas electromotrices dependen del numero de lineas que el conductor corta durante el
movimiento. Si el movimiento es tal que un mayor nimero de lineas pasa a través del circuito

“Exp. Res. (3122). Ver Art. (6) en este trabajo
T Art. (13).
*Exp. Res. (3077), etc.
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formado por el conductor después, en vez que antes, del movimiento, entonces la fuerza
electromotriz se medira por el aumento del nimero de lineas, y generard una corriente en sentido
inverso al que habrian producido las lineas adicionales. Cuando aumenta el nimero de lineas de
accion magnética inductiva a través del circuito, la corriente inducida tendera a disminuir el nmero
de lineas, y cuando el nimero disminuye, la corriente inducida tendera a aumentarlas.

Que esta es la verdadera expresion de la ley de las corrientes inducidas se desprende del hecho
de que, de cualquier manera que se incremente el nimero de lineas de induccion magnética que
pasan por el circuito, el efecto electro-motriz es el mismo, independientemente de si el aumento se
produce o no por el movimiento del propio conductor, o de otros conductores, o de imanes, o por el
cambio de intensidad de otras corrientes, o por la magnetizacién o desmagnetizacion de cuerpos
magnéticos vecinos o ,por ultimo, por el cambio de intensidad de la corriente misma.

En todos estos casos, la fuerza electromotriz depende del cambio en el nimero de lineas de
accion magnética inductiva que pasan por el circuito.”

Es natural suponer que una fuerza de este tipo, que depende de un cambio en el nimero de
lineas, se debe a un cambio de estado que se mide por el nimero de estas lineas. Se puede suponer
que un conductor cerrado en un campo magnético se encuentra en un cierto estado que surge de la
accion magnética. Mientras este estado permanezca invariable, no se produce ningun efecto, pero,
cuando el estado cambia, surgen fuerzas electromotrices, cuya intensidad y direccion dependen de
cambio de estado. No puedo hacer nada mejor que citar un pasaje de la primera serie de
Investigaciones Experimentales de Faraday, Arte. (60).

"Si bien el cable esta sujeto a induccion electrovoltaica 0 magneto-eléctrica, parece estar en un
estado peculiar, ya que resiste la formacion de una corriente eléctrica en €l, mientras que, si en su
condicién comun, dicha corriente se produjera, y cuando cesa su influencia tiene el poder de

" Las fuerzas electromagnéticas que tienden a producir el movimiento en el material conductor deben distinguirse
cuidadosamente de las fuerzas electromotrices, que tienden a producir corrientes eléctricas.

Sea una corriente eléctrica que pasa a través de una masa de un metal de cualquier forma. La distribucién de las
corrientes dentro del metal estard determinada por las leyes de conduccién. Ahora hagas pasar una corriente eléctrica
constante a través de otro conductor cerca del primero. Si las dos corrientes estdn en la misma direccién, los dos
conductores se atraeran y se acercaran si no se los mantiene en sus posiciones. Pero a pesar de que los materiales de los
conductores son atraidos, las corrientes (que son libres de elegir cualquier camino dentro del metal) no alteraran su
distribucion original, ni se inclinaran entre si. Porque, dado que no se produce ningin cambio en el sistema, no habra
fuerzas electromotrices para modificar la distribucion original de las corrientes.

En este caso, tenemos fuerzas electromagnéticas que actlan sobre el material del conductor, sin que ninguna fuerza
electromotriz tienda a modificar la corriente que transporta.

Tomemos como otro ejemplo el caso de un conductor lineal, que no forma un circuito cerrado, y hagamos que
atraviese las lineas de fuerza magnética, ya sea por su propio movimiento o por cambios en el campo magnético. Una
fuerza electromotriz actuara en la direccidon del conductor y, como no puede producir una corriente, porque no hay
circuito, producira tension eléctrica en las extremidades.

No habra atraccion electromagnética en el conductor del material, ya que esta atraccion depende de la existencia de
la corriente en su interior, y esto se evita porque el circuito no es cerrado.

Aqui tenemos el caso opuesto de una fuerza electromotriz que actiia sobre la electricidad en el conductor, pero no
tiene atraccién sobre sus particulas materiales.
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originar una corriente, una potencia que el cable no posee en circunstancias normales. Esta
condicion eléctrica de la materia no ha sido reconocida hasta ahora, pero probablemente ejerce una
influencia muy importante en muchos, — si no en la mayoria—,de los fendmenos producidos por
las corrientes eléctricas. Por razones que apareceran inmediatamente (7), después de haber
consultado con varios amigos eruditos, me he aventurado a designarlo como el estado
electrotonico”. Al descubrir que todos los fendmenos podrian explicarse de otra manera sin
referencia al estado electrotonico, Faraday en su segunda serie lo rechazé como innecesario; pero en
sus investigaciones recientes  parece que todavia piensa que puede haber alguna verdad fisica en
su conjetura sobre este nuevo estado de los cuerpos.

La conjetura de un fildsofo tan familiarizado con la naturaleza a veces puede estar mas prefiada
de la verdad que la ley experimental mejor establecida descubierta por los investigadores empiricos,
y aunque no estamos obligados a admitirla como una verdad fisica, podemos aceptarla como una
nueva idea mediante la cual las concepciones matematicas pueden hacerse mas claras.

En este esquema de las teorias eléctricas de Faraday, tal como aparecen desde un punto de vista
matematico, no puedo hacer mas que exponer,simplemente,los métodos matematicos mediante los
cuales creo que los fendmenos eléctricos pueden comprenderse mejor y reducirse al calculo, y mi
objetivo ha sido presentar las ideas matematicas a la mente en una forma representada, como
sistemas de lineas o superficies, y no como meros simbolos, que no transmiten las mismas ideas, ni
se adaptan facilmente a los fendmenos que se van a explicar. La idea del estado electrotonico, sin
embargo, aun no se me ha presentado de tal forma que su naturaleza y propiedades puedan
explicarse claramente sin referencia a meros simbolos, y por lo tanto propongo en la siguiente
investigacion usar simbolos libremente y dar por sentado las operaciones matematicas ordinarias.

Mediante un estudio cuidadoso de las leyes de los sélidos elasticos y de los movimientos de los
fluidos viscosos, espero descubrir un método para formar una concepcion mecanica de este estado
electroténico adaptado al razonamiento general.”™

7(3172) (3269).
“"Ver Prof W. Thomson On a Mechanical Representation of Electric, Magnetic and Galvanic Forces, Camb. and
Dub. Math. Jour. Enero 1847.
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PARTE Il
Sobre el estado electrotonico de Faraday

Cuando un conductor se mueve cerca de una corriente de electricidad o de un imén, o cuando
una corriente o un iman se mueve cerca del conductor, o se altera su intensidad, entonces una fuerza
actla sobre el conductor y produce tensién eléctrica, o una corriente continua, segin que el circuito
esté abierto o cerrado. Esta corriente se produce sélo por los cambios de los fendmenos eléctricos o
magnéticos que rodean al conductor, y siempre que estos sean constantes, no se observa ningun
efecto sobre el conductor. El conductor todavia esta en diferentes estados cuando esté cerca de una
corriente 0 iman, y cuando esta lejos de su influencia, ya que la eliminacion o destruccién de la
corriente 0 el iman ocasiona una corriente, que no habria existido si el iman o la corriente no
hubieran estado previamente en accion.

Consideraciones de este tipo llevaron al profesor Faraday a conectar con su descubrimiento de la
induccidn de corrientes eléctricas, la concepcién de un estado en el que todos los cuerpos
reaccionan por la presencia de imanes y corrientes. Este estado no se manifiesta por ningin
fendbmeno conocido mientras no se altere, pero cualquier cambio en este estado se indica por una
corriente o tendencia hacia una corriente. A este estado le dio el nombre de "Estado Electro-tonico”,
y aunque después logré explicar los fenomenos que lo sugerian por medio de concepciones menos
hipotéticas, en varias ocasiones ha insinuado la probabilidad de que algunos fendmenos puedan ser
descubiertos, lo que convertiria al estado electroténico en un objeto de induccion legitima.

Estas especulaciones, a las cuales Faraday habia sido llevado por el estudio de leyes que él habia
establecido bien y que abandond sélo por falta de datos experimentales para la prueba directa de ese
estado desconocido, no han sido, creo, objeto de investigacion matematica. Quizas se pueda pensar
que las determinaciones cuantitativas de los diversos fenémenos no son lo suficientemente rigurosas
como para constituir la base de una teoria matematica; sin embargo, Faraday no se contento con
establecer simplemente los resultados numéricos de sus experimentos y dejar que la ley sea
descubierta mediante el calculo. Donde él percibié una ley, la enunci6 de inmediato, en términos tan
inequivocos como los de las matematicas puras; y si el matematico, al recibir esto como una verdad
fisica, deduce de ella otras leyes capaces de ser probadas experimentalmente, simplemente ha
ayudado al fisico a organizar sus propias ideas, lo cual es, evidentemente, un paso necesario en el
proceso de induccion cientifica.

Por lo tanto, en la siguiente investigacion, las leyes establecidas por Faraday seran supuestas
como verdaderas, y se demostrara que, al seguir sus especulaciones, se pueden deducir de ellas otras
leyes mas generales. Si parece que estas leyes, originalmente concebidas para incluir un conjunto de
fenomenos, pueden generalizarse de modo que se extiendan a fendmenos de una clase diferente,
estas conexiones matematicas pueden sugerir a los fisicos los medios para establecer conexiones
fisicas; y, por lo tanto, la mera especulacion puede convertirse en una explicacion mediante la
ciencia experimental.
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Sobre la cantidad y la intensidad como propiedades de las corrientes eléctricas

Se encuentra que ciertos efectos de una corriente eléctrica son iguales en cualquier parte del
circuito que se estiman. Las cantidades de agua o de cualquier otro electrolito descompuesto en dos
secciones diferentes del mismo circuito, siempre se encuentran iguales o0 equivalentes, por
diferentes que sean el material y la forma del circuito en las dos secciones. El efecto magnético de
un cable conductor también se encuentra independiente de la forma o del material del cable en el
mismo circuito. Por lo tanto, hay un efecto eléctrico que es el mismo en cada seccion del circuito. Si
concebimos al conductor como un canal a lo largo del cual un fluido se ve obligado a moverse,
entonces la cantidad de fluido transmitida por cada seccion serd la misma, y podemos definir la
cantidad de una corriente eléctrica como la cantidad de electricidad que pasa a través de una seccion
completa de la corriente en la unidad de tiempo. Por el momento, podemos medir la cantidad de
electricidad que circula por la cantidad de agua que se descompondria en una unidad de tiempo.

Para expresar matematicamente las corrientes eléctricas en cualquier conductor, debemos tener
una definicion, no solo de todo el flujo a traves de una seccion completa, sino también del flujo en
un punto dado en una direccion dada.

Definicion: La cantidad de corriente en un punto dado y en una direccion dada se mide, cuando
es uniforme, por la cantidad de electricidad que fluye a través de la unidad de area tomada en ese
punto perpendicular a la direccion dada, y cuando es variable por la cantidad que fluiria a través de
esta area, suponiendo que el flujo es uniformemente el mismo que en el punto dado.

En la siguiente investigacion, la cantidad de corriente eléctrica en el punto (xyz) estimada en las
direcciones de los ejes x, y, z, respectivamente, se denotara por a,, by, c,.

La cantidad de electricidad que fluye en una unidad de tiempo a través del area elemental dSsera
=dS (laz + mb, + ncy),

dondel, m, n son los cosenos directores de la normal a dS. Este flujo de electricidad en cualquier
punto de un conductor se debe a las fuerzas electromotrices que actlian en ese punto. Estas pueden
ser externas o interna s.

Las fuerzas electromotrices externas surgen de los movimientos relativos de las corrientes y los
imanes, o de los cambios en su intensidad, o de otras causas que actlan a distancia.

Las fuerzas electromotrices internas surgen principalmente de la diferencia de tension eléctrica
en los puntos del conductor en la vecindad inmediata del punto en cuestion. Las otras causas son
variaciones de la composicion quimica o de la temperatura en las partes contiguas del conductor.

Sea que p, represente la tension eléctrica en cualquier punto, y Xo, Y2, Zo, las sumas de las partes
de todas las fuerzas electromotrices que surgen de otras causas resueltas paralelamente a los ejes de
coordenadas, entonces si o, B2, v2 son las fuerzas electromotrices efectivas
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d

Z_Xz_di)(z
d

B,=Y,- dF;z g (A)
dp,

Y. =4 dz

Ahora, la cantidad de la corriente depende de la fuerza electromotriz y de la resistencia del
medio. Si la resistencia del medio es uniforme en todas las direcciones e igual a k»,

a,=k,a,, PB,=kb,,v,=k, (B)
pero si la resistencia es diferente en diferentes direcciones, la ley sera mas complicada.

Estas cantidades oy, B2, y2, Se pueden considerar como representativas de la intensidad de la
accion eléctrica en las direcciones de x, y, z.

La intensidad medida a lo largo de un elemento do de una curva esta dada por
e=la+mp+ny
donde I, m ,n son los cosenos directores de la tangente

La integralfadcs tomada con respecto a una porcion dada de una linea curva, representa la

intensidad total a lo largo de esa linea. Si la curva es cerrada, representa la intensidad total de la
fuerza electromotriz en la curva cerrada.

Sustituyendo los valores de o, B, y de las ecuaciones (A)
Isdc = I(de+Ydy+ Zdz)— p+C

Por lo tanto, si (Xdx + Ydy + Zdz) es una diferencial exacta, el valor de jsdc para una curva
cerrada se anulard, y en todas las curvas cerradas

Iadc = I (Xdx +Ydy + Zdz),

la integracién se efecta a lo largo de la curva, de modo que en una curva cerrada, la intensidad

total de la fuerza electromotriz efectiva es igual a la intensidad total de la fuerza electromotriz
impresa.

La cantidad total de conduccion a través de cualquier superficie se expresa por

244



A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field

IedS

fondee = la + mb + nc,

I, m, n son los cosenos directores de la normal,

j edS = I J' adydz + I j' balzdx + J' j' caxdy,

integracionesque se efectian sobre la superficie dada. Cuando la superficie es cerrada, entonces,
mediante la integracion por partes, podemos encontrar

J‘edS=I-U d_a+@+d_c dxdydz
dx dy dz

Si hacemos

da db dc
—+—+—=4np
dx dy dz

j‘edS = 415-”-“‘p dxdydz ©

donde la integracion en el lado derecho de la ecuacion se efectla sobre cada parte del espacio
dentro de la superficie. En una gran clase de fendmenos, incluidos todos los casos de corrientes

uniformes, la cantidad p desaparece.

Cantidad magnética e intensidad

A partir de su estudio de las lineas de fuerza magnética, Faradayllego6 a la conclusion de que en
la superficie tubular” formada por un sistema de tales lineas, la cantidad de induccién magnética a
través de cualquier seccion del tubo es constante, y que la alteracion del caracter de estas lineas al
pasar de una sustancia a otra, se explica por una diferencia de capacidad inductiva en las dos
sustancias, que es analoga a la potencia conductora en la teoria de las corrientes eléctricas.

En la siguiente investigacion tendremos ocasion de tratar la cantidad y la intensidad magnética
en relacién con la eléctrica. En tales casos, los simbolos magnéticos se distinguiran por el sufijo 1, y
los eléctricos por el sufijo 2. Las ecuaciones que conectan a, b, ¢, k, o, B, v, p y p son iguales en la
forma que los que acabamos de dar, a, b, ¢ son los simbolos de la induccion magnética con respecto
a la cantidad; k denota la resistencia a la induccion magnética, y puede ser diferente en diferentes

" Exp. Res. 3271, definicién de " Sphondyloid."
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direcciones; a, B, v, son las fuerzas de magnetizacion efectivas, conectadas con a, b, ¢, mediante las
ecuaciones (B); p es la tension o potencial magnético que luego se explicard; p denota la densidad
de la materia magnética real y esta conectada con a, b, ¢ por la ecuacion (C). Como todos los
detalles de los céalculos magnéticos serdn mas inteligibles después de la exposicion de la conexién
del magnetismo con la electricidad, aquisera suficiente decir que todas las definiciones de cantidad
total, con respecto a una superficie, la intensidad total respecto de una curva, se aplican tanto al caso
del magnetismo como a la electricidad.

Electromagnetismo

Ampere ha demostrado las siguientes leyes de las atracciones y repulsiones de las corrientes
eléctricas:

I. Las corrientes iguales y opuestas generan fuerzas iguales y opuestas.

I. Una corriente sinuosa es equivalente a una recta, siempre que las dos corrientes coincidan,
practicamente, en su longitud.

I11. Las corrientes iguales que atraviesan curvas cerradas similares y situadas de manera similar
actan con las mismas fuerzas, cualesquiera sean las dimensiones lineales de los circuitos.

IV. Una corriente cerrada no ejerce ninguna fuerza que tienda a girar un conductor circular
alrededor de su centro.

Debe observarse que las corrientes con las que Ampére trabajaba eran constantes y, por lo tanto,
volvian a entrar. De modo que, todos sus resultados se deducen de experimentos sobre corrientes
cerradas, y sus expresiones para la accion mutua de los elementos de una corriente implican la
suposicion de que esta accion se ejerce en la direccion de la linea que une esos elementos. Sin duda,
esta suposicion estd garantizada por el consenso universal de los hombres de ciencia en el
tratamiento de las fuerzas atractivas consideradas como debidas a la accion mutua de las particulas;
pero al presente estamos procediendo con un principio diferente, y buscando la explicacion de los
fendmenos, no solo en las corrientes, sino también en el medio circundante. La primera y la
segunda leyes muestran que las corrientes deben combinarse como velocidades o fuerzas. La tercera
ley es la expresion de una propiedad de todas las atracciones que puede concebirse como
dependiente de la inversa al cuadrado de la distancia de un sistema fijo de puntos; y la cuarta
muestra que las fuerzas electromagnéticas siempre pueden reducirse a las atracciones y repulsiones
de la materia imaginaria distribuidas adecuadamente.

De hecho, la accién de un circuito eléctrico muy pequefio en un punto de su vecindad es idéntica
a la de un pequefio elemento magnético en un punto exterior. Si dividimos una porcién determinada
de una superficie en areas elementales, y hacemos que corrientes iguales fluyan en la misma
direccion alrededor de todas estas pequefias areas, el efecto en un punto que no esta en la superficie
sera el mismo que el de una capa que coincide con el superficie, y uniformemente magnetizada
normal a su superficie. Pero segun la primera ley, todas las corrientes que forman los pequefios
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circuitos se destruiran entre si, y dejaran una sola corriente corriendo alrededor de la linea divisoria.
De modo que el efecto magnético de una capa uniformemente magnetizada es equivalente al de una
corriente eléctrica que rodea el borde de la capa. Si la direccion de la corriente coincide con la del
movimiento aparente del sol, entonces la direccion de la magnetizacion de la capa imaginaria sera la
misma que la de la magnetizacion real de la Tierra’.

La intensidad total de la fuerza de magnetizacion en una curva cerrada que atraviesa y abraza la
corriente cerrada es constante, y por lo tanto se puede obtener una medida de la cantidad de la
corriente. Como esta intensidad es independiente de la forma de la curva cerrada y depende solo de
la cantidad de corriente que pasa a través de ella, podemos considerar el caso elemental de la
corriente que fluye a través del area primaria dy dz.

Sea el eje x apuntando hacia el oeste, z hacia el sur, e y hacia arriba. Sean x, y, z las coordenadas
de un punto en el medio del area dy dz, luego la intensidad total medida alrededor de los cuatro
lados del elemento es

dp, dz
P12 dy
+(Bl+ & zjy
/

— 'Yl+%d—y dz
dy 2
dp, dz )

-|B,-———/d

Bi—"y 2 |V
/

+ Yl_%d_y dz

dy 2

: d d
Intensidad total = a8, _dr, dydz
dz dy
La cantidad de electricidad conducida a través del area primaria dy dz es a,dydz, y por lo tanto,
si definimos la medida de una corriente eléctrica como la intensidad total de la fuerza de
magnetizacidn en una curva cerrada que la abraza, tendremos

a [ 9B _dvs
2 Ldz dy
b =(%_%\
2 ldx  dz
o [ dou 4By )
* dy dx

“ Ver EsperimentalResearches on Electricity (3265) para las relaciones entre un circuito eléctrico y uno magnético
considerados como curvas mutuamente abrazadas.
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Estas ecuaciones nos permiten deducir la distribucion de las corrientes de electricidad cada vez
que conocemos los valores de a, B, v, las intensidades magneticas. Si a, B,y son diferenciales
exactos de una funcion de x, y, z con respecto a x, yaz respectivamente, entonces los valores de ay,
b,, c,se anulan; y sabemos que el magnetismo no es producido por las corrientes eléctricas en esa
parte del campo que estamos investigando. Se debe a la presencia de magnetismo permanente
dentro del campo o a fuerzas de magnetizacion debidas a causas externas.

Podemos observar que las ecuaciones anteriores dan, por diferenciacion

da, N db, N dc,

=0
dx dy dz

que es la ecuacion de continuidad para las corrientes cerradas. Por lo tanto, nuestras investigaciones
se limitan actualmente a las corrientes cerradas; y sabemos poco de los efectos magnéticos de las
corrientes que no estan cerradas.

Antes de entrar en el célculo de estos estados eléctricos y magnéticos, puede ser ventajoso
establecer ciertos teoremas generales, cuya verdad puede establecerse analiticamente.

Teorema |
La ecuacion
dav di&v d¥
>+ —+—+4np=0
dx dy dz

(donde y p son funciones de x, y, z nunca infinitas, y se anulan para todos los puntos a una distancia
infinita), pueden ser satisfechas por uno, y solo un valor de V. Véase el art. (17) mas arriba.

Teorema Il

El valor de V que satisface las condiciones anteriores se encuentra integrando la expresion

J““'l(x— X ) +(5ixj);?i = I

donde los limites de X, y, z son tales que incluyen cada punto del espacio donde p es finito.

Las pruebas de estos teoremas se pueden encontrar en cualquier trabajo sobre atracciones o
electricidad, y en particular en el Ensayo de Green sobre la Aplicacién de las Matematicas a la
Electricidad. Ver Arts. 18, 19 de este documento. Ver también Gauss, en Atracciones traducidas en
Taylor'sScientificMemoirs.
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Teorema 111

Sean U y V dos funciones de x, v, z, luego
d2\/ dz\/ d2V du dv dU dv dU dv
”‘I xdydz = - xdydz
d dx dx dy dy dz dz
2 2 2
J‘”‘[ v d U (ij UJdedydz

donde se supone que las integraciones se extienden a todo el espacio en el que U y V tienen valores
que difieren de 0. (Green, p. 10.)

Este teorema muestra que si hay dos sistemas de atraccion, las acciones entre ellos son iguales y
opuestas. Y al hacer U =V encontramos que el potencial de un sistema en si mismo es proporcional
a la integral del cuadrado de la atraccion resultante a traves de todo el espacio; un resultado
deducible del art. (30), ya que el volumen de cada celda es inversamente proporcional al cuadrado
de la velocidad (articulos 12, 13) y, por lo tanto, el nUmero de celdas en un espacio dado es
directamente el cuadrado de la velocidad.

Teorema IV

Sean a, B, y, cantidades finitas a través de un cierto espacio que desaparecen fuera del espacio, y
sea k todas las partes del espacio como una funcién continua o discontinua de x, y, z, luego la

ecuacion en p
d1if dp d 1 B—— dl y_d_p +Amp=0
dx k dx dyk dz k dy

tiene una y solo una solucion, en la que p siempre es finita y es nula a una distancia infinita.

La prueba de este teorema, por el Prof. W. Thomson, se puede encontrar en el Cambridgeand
Dublin Mathematical Journal, enero de 1848.

Si a, B, v son las fuerzas electromotrices, p la tension eléctrica y k el coeficiente de resistencia,
entonces la ecuacion anterior es idéntica a la ecuacion de continuidad.

da, + db, + & +4np=0
dx dy dz

y el teorema muestra que cuando se dan las fuerzas electromotrices y la tasa de produccion de
electricidad en cada parte del espacio, el valor de la tensidn eléctrica es determinado.
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Dado que las leyes matematicas del magnetismo son idénticas a las de la electricidad, por lo que
ahora las consideramos, podemos considerar o, 3,y como fuerzas de magnetizacion, p como tension
magnética, y p como densidad magnética real, siendo k el coeficiente de resistencia a la induccion
magnética.

La prueba de este teorema se basa sobre la determinacion del valor minimo de
2 2 2
L do_ VY 1fp dp_ dv) 1f dp | dv
Q= k dx dx) Kk dy  dy k dz ~ dz ) pdxdydz

donde V surge de la ecuacién

dv d& d¥
o dy? | dzZ T
y z

4np=0

y p debe ser determinado.

El significado de esta integral en el lenguaje eléctrico se puede poner de manifiesto. Si la
presencia de los medios en los que k tiene varios valores no afecta la distribucion de las fuerzas,
entonces la "cantidad" resuelta en x seria simplemente dV/dx y la intensidad kdV/dx. Pero la

cantidad real y la intensidad son
i a_d_p y(x _% s
k dx dx

y las partes debidas a la distribucion de los medios son, por lo tanto,

1 dp) dVv dp ,dVv
i sl P - _ k==
(a ] dx ye dx dx

K dx

Ahora, estos productos representan el trabajo realizado a causa de esta distribucion de medios,

siendo determinada la distribucién de las fuentes, y tomando en los términos en yy en z obtenemos

la expresion Q para el trabajo total realizado por esa parte del efecto total en cualquier punto que se
deba a la distribucion de medios conductores, y no directamente a la presencia de las fuentes.

Esta cantidad Q se convierte en un minimo para uno y solo un valor de p, es decir, aquel que
satisface la ecuacion original.

Teorema Vv

Si a, b, ¢ son tres funciones de X, Yy, z que satisfacen la ecuacion
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da db dc
—+—+—=0
dx dy dz

siempre es posible encontrar tres funciones a., B, y que satisfagan las ecuaciones

aPB_d_,
dz dy
dy _da_,
dx dz
do_dB_.
dy dx

Sea A = jcdy, donde la integracion debe realizarse sobre ¢ considerada como una funcion de vy,

tratando a x y z como constantes. Sean B = [adz, C = [bdx, A'= [bdz, B' = Jcdx, C'= [ady, integrando
de la misma manera.

Entonces
oa=A+ A'+d—\v
dx
p=B+B+3¥
dy
y=C+ C'+d—w
dz
deben satisfacer las ecuaciones dadas por
d_B_d_y= d—adz— d—Cdx— @dx+ d—ady
dz dy dy dz dy dy
y 0= OI—adx+ @dx+“‘d—cdx
dx dy dz
" d_B_d_y= d—adx+ d—ady+ d—adz
dz dy dx dy dz
-a

De la misma manera, se puede demostrar que los valores de a, 3,y satisfacen las otras
ecuaciones dadas. La funcion y se puede considerar, realmente, como perfectamente indeterminada.
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El método aqui dado esta tomado de las memorias del Prof. W. Thomson sobre Magnetismo
(Phil Trans. 1851, p 283).

Como no podemos realizar las integraciones requeridas cuando a, b, ¢ son funciones
discontinuas de x, y, z, el siguiente método, que es perfectamente general aunque mas complicado,
puede indicar mas claramente la verdad de la proposicion.

Sean A, B, C determinadas a partir de las ecuaciones

d?A d?A d2A
+

+ + a=0
dx* = dy?  dz?
2 2 2
d ?+d E’+d I;3’+b=0
dx dy dz
d’C d*C d°C
+c=0

+ +
dx*  dy? dz’

Por los métodos de los Teoremas | y Il, de modo que A, B, C nunca sean infinitos, y se anulan
cuando x, y o z son infinitos.

También hagamos

dB dC dy
o=—-——+—
dz dy dx
g_0C_dA dy
dx dz dy
_dA_dB dy
B dy dx dz

Entonces

dgp dy d[(dA dB dC d’A d*A d’A
————=—| —+—+— |- s+ —+—
dz dy dx\dx dy dz dx® dy dz

d({dA dB dC
=—|—+—+—|+a
dx{dx dy dz

Si encontramos ecuaciones similares en y y en z, y diferenciamos la primera por x, la segunda
por y y la tercera por z, recordando la relacion entre a, b, ¢, tendremos

d> d* d*)(dA dB dC
st—+— || —+——+—|=0
dx® dy® dz dx dy dz

y dado que A, B, C son siempre finitos y se anulan a una distancia infinita, la Gnica solucién de esta
ecuacion es

252



A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field

dA dB dC
—+—+—[=0
dx dy dz

Y, finalmente, tenemos

a_dr_.
dz dy

con dos ecuaciones similares, demostrando que a, 3, y han sido correctamente determinadas.

La funcidn y debe determinarse a partir de la condicion
doa dp dy d> d* d?
—t—+— = S+t |V
dx dy dz dx® dy° dz

si el lado izquierdo de esta ecuacion es siempre cero, y debe ser cero también.

Teorema VI

Sean a, b, c las tres funciones de X, y, z, es posible encontrar tres funciones o, B, y y una cuarta
V, de modo que

d_a+d_B+d_Y=0
dx dy dz
y
a— B _dy dv
dz dy dx
_Gy_do dv
T dx  dz dy
_GJo_dB_ dv
dy dx dz
Sea
da db dc__,-
dx dy dz P

Y sea que V se encuentre a partir de la ecuacion
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dv d&V d¥
~+—+—=—4np
dx® dy® dz
Entonces
dv
d=a———,
dx
p=b-3V
dy
\ dv
C=Cc———o,
dz
satisfacen la condicién
da’ db dc
—t—+ =
dx dy dz

y, por lo tanto, podemos encontrar tres funciones A, B, C y de estas a, B3, y, a fin de satisfacer las
ecuaciones dadas.

Teorema VI

La integral a lo largo del infinito~
Q= I‘” (oclal +B,b, + Y1C1) dxdydz
dondeay, by, 1, ay, B1, y1 son funciones de cualquier tipo, es capaz de transformarse en
Q= +‘U I {anpp, — (0,3, + Byb, +7,C,)} dxdydz

en que las cantidades se encuentran a partir de las ecuaciones

da, db, dc,

g % % Ao =0
dx+dy+dz+ P
da, + dB, + ar, +4np', =0
dx dy dz

oo, Bo, Yo, V Se determinan a partir de a;, by, ¢, por el Gltimo teorema, de modo que

“Entre 0 e oo. (N. del T.)
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L _ 4By _dy, v
' dz dy dx

az,by, Cy, Se encuentran desde a;,p31,y1, por las ecuaciones

=B A1 e
dz dy
y p se encuentra de la ecuacion
2 2 2
d ‘j+d f+d 2p+4n:p'1=0
dx dy dz
Ya que si ponemos a; en la forma
aB, _dy,  dV.
dz dy dx

y tratamos b y ¢, de manera similar, entonces tenemos, mediante la integracién por partes hasta el
infinito, recordando que todas las funciones se desvanecen en los limites,

do, dB, dy dB, dy dy, da do, dB
- V 1 1 1 1 _ 1 1 _ 1 1 _“F1 d d d
Q .”I{ (dx * dx+dx]+a°( dz dy P dx dz )T dy dx xaydz

Q= +J‘”‘ {4=Vp')-(0rpa, + Byh, +7,C, )} dxdydz

y, por el Teorema IlI.

IIIVp‘ dxdydz = ‘” ppdxdydz

de modo que, finalmente
Q= ‘“‘I {4npp - (aoaz +Bob, +7,C; )}dXdde

Si ajbic; representan los componentes de la cantidad magnética, y a,f1y1 los de intensidad
magnética, entonces p representara la densidad magnética real y p, el potencial magnético o tension,
aph,c, serén los componentes de la cantidad de corrientes eléctricas, y aoBoyo Seran tres funciones
deducidas de a;b;ci, que se encontrard que es la expresion matematica del estado electroténico de
Faraday.
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Consideremos ahora la influencia de estos teoremas analiticos en la teoria del magnetismo.
Siempre que tratemos cantidades relacionadas con el magnetismo, las distinguiremos por el sufijo
(1). Asi ajb;cy, son las componentes resueltas en las direcciones de X, y, z de la cantidad de
induccion magnética que actla a traves de un punto dado, y ou1y1 son las intensidades resueltas de
la magnetizacion en el mismo punto, o lo que es lo mismo, los componentes de la fuerza que se
ejerceria sobre una unidad de polo sur de un iman colocado en ese punto sin perturbar la
distribucion del magnetismo.

Las corrientes eléctricas se encuentran a partir de las intensidades magnéticas por medio de las
ecuaciones

=%_% et
2 dz dy

C.
Cuando no hay corrientes eléctricas, entonces

o,dx +p,dy+y,dz=dp,

una diferencial exacta de una funcion de x, y, z. Segun el principio de analogia, podemos Ilamar a
p1, la tension magnética.

Las fuerzas que acttan sobre una masa m de magnetismo sur en cualquier punto son:

ol e dp

dx ' dy dz '

en la direccion de los ejes, y por lo tanto todo el trabajo realizado durante cualquier desplazamiento
de un sistema magnético es igual a la disminucion de la integral

Q= ”‘j‘ p, p,dxdydz

en todo el sistema.

Llamemos ahora a Q el potencial total del sistema en si mismo. El aumento o disminucion de Q
medira el trabajo perdido o ganado por cualquier desplazamiento de cualquier parte del sistema y,
por lo tanto, nos permitira determinar las fuerzas que acttan sobre esa parte del sistema.

Por el Teorema Ill. Q se puede poner bajo la forma

1
Q= +E.“”‘ (a,0, + b,B, +c,y, )dxdydz

en el que a1P1y1 son los coeficientes diferenciales de p; con respecto a x, y, z respectivamente.
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Si ahora asumimos que esta expresion para Q es verdadera, cualesquiera que sean los valores de
ouB1y1, pasamos de la consideracion del magnetismo de los imanes permanentes a la de los efectos
magnéticos de las corrientes eléctricas y, entonces, tenemos, por el teorema VII.

Q= I_” { p.p, —i(onoa2 +B,b, + yocz)} dxdydz

De modo que, en el caso de las corrientes eléctricas, los componentes de las corrientes tienen
que multiplicarse por las funciones o, Bo, Yo, respectivamente, y las sumas de todos esos productos
en todo el sistema nos dan la parte de Q debida a esas corrientes.

Ahora, hemos obtenido en las funciones o, Bo, Yo, 10s medios para evitar la consideracion de la
cantidad de induccién magnética que pasa a través del circuito. En lugar de este método artificial,
tenemos el natural, uno que considera la corriente con referencia a las cantidades existentes en el
mismo espacio con la corriente misma. A estos les doy el nombre de funciones Electrotonicas, o
componentes de la intensidad Electrotonica.

Consideremos ahora las condiciones de la conduccion de la corriente eléctrica dentro del medio
durante los cambios en el estado electrotonico. EI método que adoptaremos es una aplicacion de la
dada por von Helmholtz en su memoria Sobre la conservacion de la Fuerza” .

Sea que haya alguna fuente externa de corriente eléctrica que genere en las masas conductoras
corrientes cuya cantidad se mide por a,, by, C,, y su intensidad en oy, B2, V2.

Entonces la cantidad de trabajo debido a esta causa en el tiempo dt es

dt”-j‘ (a,0, + b,B, +C,Y, ) dxdydz

En forma de resistencia vencida y

dt d J‘.“'(azao +b,B, + C,y, ) dxdydz

415&

Como el trabajo realizado mecanicamente por la accion electromagnética de estas corrientes. Si no
hay causa externa que produzca corrientes, entonces la cantidad que representa todo el trabajo
realizado por la causa externa debe desaparecer, y tenemos

dtJ‘j.J. (azm2 +b,B, + czyz) dxdydz + j—t%“.‘”. (azoc0 +b,B, + CzYo) dxdydz

T

donde las integrales se toman a través de cualquier espacio arbitrario. Por lo tanto, debemos tener

“Traducido en Taylor's New Scientific Memoirs, Parte 1.
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1d
a,o, +b,B,+cy, = Ea(azoco +b,B, + CzYo)

para cada punto del espacio; y debe recordarse que la variacion de Q se debe a variaciones de oy,
Bo, Yo Y NO de ay, by, co. Por lo tanto, debemos tratar a,, by, c,como constantes, y la ecuacion se

vuelve
1 da, 1 dp 1 dy
el b = BP0 =~ %o |9
az((x2+4n dt ]+ 2(B2+4n dt )+C2(y2+4n dt)

Para que esta ecuacion pueda ser independiente de los valores de ay, by, ¢;, cada uno de estos
coeficientes debe tener el mismo valor y, por lo tanto, tenemos las siguientes expresiones para las
fuerzas electro-motrices debido a la accién de los imanes y las corrientes a una distancia, en
términos de las funciones electrotonicas, es

3 idoc0

1 dB, 1 dy,
ocz——4 - =3
nt dt

B Am dt 12 = 4 dt

Del experimento, parece que la expresion day/dt se refiere al cambio del estado electroténico de
una particula del conductor dada, ya sea debido al cambio en las funciones electroténicas en si o al
movimiento de la particula.

Si o se expresa como una funcién de x,y, zy t, y si X, y, z son las coordenadas de una particula
en movimiento, entonces la fuerza electromotriz medida en la direccién de x es

1 (da,dx da,dy da,dz da,
o, =—— —+ —+ —+
4\ dx dt  dy dt dz dt dt
Las expresiones de las fuerzas electromotrices en y y en z son similares. La distribucion de las
corrientes debido a estas fuerzas depende de la forma y disposicién de los medios conductores y de
la tensidn eléctrica resultante en cualquier punto.

La discusion de estas funciones nos involucraria en formulas matematicas, de las cuales este
documento ya esta demasiado lleno. Su importancia fisica como expresion matematica de una de las
conjeturas de Faraday, me han inducido a exhibirlas en su forma actual. Mediante una
consideracion més paciente de sus relaciones, y con la ayuda de aquellos que estan comprometidos
en investigaciones fisicas tanto en este tema como en otros que no estan, obviamente, relacionados,
espero exhibir la teoria del estado electrotonico de una forma en la que todas sus relaciones pueden
concebirse claramente sin referencia a calculos analiticos.

Resumen de la teoria del estado electro-tonico.

Podemos concebir el estado electroténico en cualquier punto del espacio como una cantidad
determinada en magnitud y direccién, y podemos representar la condicion electroténica de una parte
del espacio mediante cualquier sistema mecénico que tenga en cada punto alguna cantidad, que
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puede ser una velocidad, un desplazamiento o una fuerza, cuya direccién y magnitud corresponden
a las del supuesto estado electrotonico. Esta representacion no implica una teoria fisica, es solo un
tipo de notacion artificial. En investigaciones analiticas utilizamos los tres componentes del estado
electrotonico y los Ilamamos funciones electro-tonicas.

Tomamos la parte resuelta de la intensidad electroténica en cada punto de una curva cerrada, y
encontramos por integracion lo que podemos Illamar la intensidad electrotonica completa alrededor
de la curva.

Prop. 1. Si en cualquier superficie se dibuja una curva cerrada, y si la superficie dentro de ella se
divide en areas pequefias, entonces toda la intensidad alrededor de la curva cerrada es igual a la
suma de las intensidades alrededor de cada una de las areas pequefias, todas estimadas en la misma
direccion.

Porque, al recorrer las areas pequefias, cada linea limite entre dos de ellas se pasa dos veces en
direcciones opuestas, Yy la intensidad ganada en un caso se pierde en el otro. Por lo tanto, todos los
efectos de pasar a lo largo de las divisiones interiores se neutralizan, y todo el efecto es debido a la
curva cerrada exterior.

Ley I. Toda la intensidad electrotdnica alrededor del limite de un elemento de superficie mide
la cantidad de induccion magnética que pasa a través de esa superficie o, en otras palabras, el
numero de lineas de fuerzas magnéticas que atraviesan esa superficie.

Segun la Proposicion 1., parece que lo que es cierto para las superficies elementales también es
verdadero para las superficies de magnitud finita, y, por lo tanto, dos superficies cualesquiera que
estén limitadas por la misma curva cerrada tendran la misma cantidad de induccién magnética a
través de ellas.

Ley Il. La intensidad magnética en cualquier punto, estd relacionada con la cantidad de
induccién magnética por un conjunto de ecuaciones lineales, llamadas ecuaciones de conduccion ™.

Ley I11. La intensidad magnética completa alrededor del limite de cualquier superficie mide la
cantidad de corriente eléctrica que pasa a través de esa superficie.

Ley IV. La cantidad y la intensidad de las corrientes eléctricas estan conectadas por un sistema
de ecuaciones de conduccion.

Mediante estas cuatro leyes se pueden deducir las cantidades y las intensidades eléctricas a
partir de las funciones electroténicas. No he discutido los valores de las unidades, ya que eso se
hara mejor con referencia a los experimentos reales. Llegamos ahora a la atraccion de conductores
de corrientes, y a la induccion de corrientes dentro de conductores.

“Ver Art. (28).
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Ley V. El potencial electromagnético total de una corriente cerrada se mide por el producto de
la cantidad de corriente y la intensidad electrotonica completa estimada en la misma direccién
alrededor del circuito.

Cualquier desplazamiento de los conductores que causaria un aumento en el potencial sera
asistido por una fuerza medida por la tasa de aumento del potencial, de modo que el trabajo
mecanico realizado durante el desplazamiento se medira por el aumento del potencial.

Aunque en ciertos casos un desplazamiento en la direccion o la alteracion de la intensidad de la
corriente podria aumentar el potencial, dicha alteracion no produciria trabajo por si misma, y no
habra tendencia hacia este desplazamiento, ya que las alteraciones en la corriente se deben a fuerzas
electromotrices, no a las atracciones electromagnéticas, que solo pueden actuar sobre el conductor.

Ley VI. La fuerza electromotriz en cualquier elemento de un conductor se mide por la velocidad
instantdnea de cambio de la intensidad electroténica en ese elemento, ya sea en magnitud o
direccion.

La fuerza electromotriz en un conductor cerrado se mide por la velocidad de cambio de toda la
intensidad electrotonica alrededor del circuito referida a la unidad de tiempo. Es independiente de la
naturaleza del conductor, aunque la corriente producida varia inversamente a la resistencia; y es la
misma en cualquier forma que se haya producido el cambio de intensidad electrotonica, ya sea por
movimiento del conductor o por alteraciones en las circunstancias externas.

En estas seis leyes, me he esforzado por expresar la idea, que creo que es la base matematica de
los modos de pensamiento indicados en las Experimental Researches. No creo que contenga ni
siquiera la sombra de una verdadera teoria fisica; de hecho, su principal mérito como instrumento
temporal de investigacion es que no representa, ni siquiera en apariencia, nada.

Sin embargo, existe una teoria decididamente fisica de la electrodinamica, que es tan elegante,
tan matematica, y tan completamente diferente de cualquier cosa en este documento, que debo
expresar sus axiomas, a riesgo de repetir lo que deberia ser bien conocido. Esta contenida en las
Electrodynamischen Massbestimungen del Sr. Wolhelm Weber, y puede encontrarse en las
Verhandlungen der Leibniz-Gesellschaft y de la Koniglich Sé&chisischen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Leipzig”. Las suposiciones son,

(1) Que dos particulas de electricidad cuando estan en movimiento no se repelen entre si con la
misma fuerza que estando en reposo, pero que la fuerza se ve alterada por una cantidad que depende
del movimiento relativo de las dos particulas, de modo que la expresion del repulsién a una
distancia r es

“Cuando esto fue escrito, no sabia que parte de la Memoria del Sr. Weber se tradujo en Taylor's Scientific Memoirs,
Vol v. Art. xiv. El valor de sus investigaciones, tanto experimentales como tedricas, hace que el estudio de su teoria sea
necesario para todos los electricistas.
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. 2 2
% 1+4a ﬂ +brd—§
r dt dt

(2) Que cuando la electricidad se mueve en un conductor, la velocidad del fluido positivo con
respecto a la materia del conductor es igual y opuesta a la del fluido negativo.

(3) La accion total de un elemento conductor sobre otro es la resultante de las acciones mutuas
de las masas de electricidad de ambos tipos que estan en cada uno.

(4) La fuerza electromotriz en cualquier punto es la diferencia de las fuerzas que acttan sobre
los fluidos positivo y negativo.

De estos axiomas son deducibles las leyes de Ampeére de la atraccion de conductores, y las de
Neumann y otros, para la induccién de corrientes. Aqui, pues, hay una teoria realmente fisica, que
satisface mejor las condiciones requeridas que cualquier otra que haya sido inventada, y presentada
por un filésofo cuyas investigaciones experimentales forman una base amplia para sus
investigaciones matematicas. ;De qué sirve entonces imaginar un estado electroténico del que no
tenemos una concepcion claramente fisica, en lugar de una férmula de atraccion que podamos
comprender facilmente? Yo responderia que es bueno tener dos formas de ver un tema y admitir
que hay dos formas de verlo. Ademas, no creo que tengamos ningun derecho en este momento para
entender la accion de la electricidad, y sostengo que el principal mérito de una teoria temporaria es
que guiaré el experimento, sin impedir el progreso de la teoria verdadera cuando aparezca. También
hay objeciones a hacer que las fuerzas Ultimas en la naturaleza dependan de la velocidad de los
cuerpos entre los que acttan. Si las fuerzas en la naturaleza deben reducirse a fuerzas que acttan
entre particulas, el principio de la Conservacion de la Fuerza requiere que estas fuerzas estén en la
linea que une las particulas y que sean solamente funciones de las distancias. Los experimentos del
Sr. Weber sobre la polaridad inversa de los cuerpos diamagneticos, que han sido repetidos
recientemente por el profesor Tyndall, establecen un hecho que es igualmente una consecuencia de
la teoria del Sr. Weber de la electricidad y de la teoria de las lineas de fuerza.

Con respecto de la historia de la presente teoria puedo afirmar que el reconocimiento de ciertas
funciones matematicas como expresion del “estado electro-tonico™ de Faraday, y el uso de ellas
para determinar potenciales electrodindmicos y fuerzas electromotrices es, hasta donde yo sé,
original; pero la concepcion distinta de la posibilidad de las expresiones matematicas surgié en mi
mente del examen de los articulos del Prof. W. Thomson "On a Mechanical Representation of
Electric, Magnetic and Galvanic Forces.”, Cambridge and Dublin Mathematical Journal, enero de
1847, y de su trabajo "On the Mathematical Theory of Magnetism”, Philosophical Transactions,
Part 1. 1851, art. 78, y siguientes. Como ejemplo de la ayuda que puede derivarse de otras
investigaciones fisicas, puedo afirmar que después de haber investigado los teoremas de este
documento, el profesor Stokes me sefialo el uso que habia hecho de expresiones similares en su
"Dynamical Theory of Diffraction”, "Seccion 1, Cambridge Transactions, vol. ix. Parte 1. Queda
por ver si la teoria de estas funciones, considerada con referencia a la electricidad, puede llevar a
nuevas ideas matematicas para ser empleadas en la investigacion fisica. En el resto de este
documento, propongo discutir algunos problemas eléctricos y magnéticos referidos a esferas. Estos
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estan destinados meramente a servir como ejemplos concretos de los métodos de los cuales se ha
dado la teoria; Me reservo la investigacion detallada de casos elegidos con referencia especial a
experimento hasta que tenga los medios para probar sus resultados.

Ejemplos
Teoria de las imagenes eléctricas

El método de Imégenes Eléctricas, debido al Prof. W. Thomson', por el cual la teorfa de los
conductores esféricos se ha reducido a una gran simplicidad geométrica, se vuelve ain mas simple
cuando vemos su conexion con los métodos de este documento. Hemos visto que la presion en
cualquier punto en un medio uniforme, debido a un caparazon esférica (radio = o) produciendo un
fluido a la velocidad de 4nPa? unidades por unidad de tiempo, es kPa?/r fuera de la capa externa, y
kPa dentro de ella, donde r es la distancia desde el centro de la esfera al punto en cuestion.

Si hay dos superficies, uno que expulsa fluido a una velocidad de 47Po’ y otra que absorbe
fluido a la velocidad de 4nP'a*?, la expresion de la presion, fuera de las capas, sera

2 12

p=dnP % —anp &
r

r

Donde r y r' son las distancias desde los centros de las dos capas. Igualando esta expresion a cero
tenemos, una superficie sin presion, para la cual

Ahora la superficie, para la cual las distancias a dos puntos fijos tienen una relacion dada, es una
esfera de la cual el centro O esta en la linea que une los centros de las capas CC 'producidas, de
modo que

y su radio

" Ver la serie de trabajos "On the Mathematical Theory of Electricity,” en el Cambridge and Dublin Math. Jour.,
serie que comienza en marzo de 1848.
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Si en el centro de esta esfera colocamos otra fuente del fluido, entonces la presion debida a esta
fuente debe agregarse a la debida a las otras dos; y dado que esta presion adicional depende solo de
la distancia desde el centro, sera constante en la superficie de la esfera, donde la presion debida a las
otras dos fuentes es cero.

Ahora tenemos los medios para organizar un sistema de fuentes dentro de una esfera dada, de
modo que cuando se combina con un sistema dado de fuentes fuera de la esfera, produzcan una
presion constante dada en la superficie de la esfera.

Sea a el radio de la esfera, y p la presion dada, y sea que las fuentes dadas estén a las distancias
bs, b,, etc. medidas desde el centro, y que sus tasas de produccién sean 4nP;, 4P, ..., etc.

Luego, si a distancias ay/b;, a,/b,, etc., (medidas en la misma direccién que by, b,, etc., desde el
centro) colocamos fuentes negativas cuyas tasas de produccion sean

a a
—4nP, —, —4nP, —, etc.
lbl Zb2

la presion en la superficie r = a se reducira a cero. Ahora colocando una fuente 4rpa/k en el centro,
la presion en la superficie serd uniforme e igual a p.

La cantidad total de fluido emitido por la superficie r = a se puede encontrar agregando las tasas
de produccion de las fuentes dentro de ella. El resultado es

4ma B—i—&—etc.
kK b b,

Para aplicar este resultado al caso de una esfera conductora, supongamos que las fuentes
externas 4nP;, 4nP,...son cuerpos electrificados pequerios, que contienen ey, €y, ..., de electricidad
positiva. Supongamos también que toda la carga de la esfera conductora anterior a la accién de los
puntos externos es igual a E. Entonces, todo lo que se necesita para la solucién completa del
problema es que la superficie de la esfera sea una superficie de igual potencial y que la carga total
de la superficie sea E.

Si por cualquier distribucion de fuentes imaginarias dentro de la superficie esférica podemos
efectuar esto, el valor del potencial correspondiente fuera de la esfera es el verdadero y Unico. El
potencial dentro de la esfera debe ser realmente constante e igual al de la superficie.

Por lo tanto, debemos encontrar las imagenes de los puntos electrificados externos, es decir, para
cada punto a la distancia b del centro debemos encontrar un punto en el mismo radio a una distancia
a’/by, y en ese punto debemos colocar una cantidad = — ea/by, de electricidad imaginaria.

En el centro debemos poner una cantidad E' tal que
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. a a
E'=E+e, —+e, —+etc.
1 2

Luego, si R es la distancia desde el centro, ry,rp, ..., las distancias desde los puntos
electrificados, y r'y, r',,..., las distancias de sus imagenes, en cualquier punto fuera de la esfera, el

potencial en ese punto sera
E' (1 a 1J (1 a 1}
p=—+e| ————|+e,| ————|+etc.
R rn br, r, b,r,

E e(a b a) efa b, a
=t —+—— |+~ —F = + etc.
R b\R b r,) bR 1, 1,

Este es el valor del potencial fuera de la esfera. En la superficie tenemos

R=ayﬂ=$, &_ ? y

n r n r

etc.

De modo que en la superficie

E e e
p=—+--+_%+efc.
a b b

y este también debe ser el valor de p para cualquier punto dentro de la esfera.

Para la aplicacion del principio de las imagenes eléctricas, el lector puede consultar los trabajos
del Prof. Thomson en el Cambridge and DublinMathematicalJournal. El Unico caso que
consideraremos es aquel en que e:/b;? = 1, y by es infinitamente distante a lo largo del eje de x, y E =
0.

El valor de p fuera de la esfera se convierte entonces

3
r

y, en el interiorp=0
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I1. Sobre el efecto de una esfera paramagnética o diamagnética en un campo uniforme de fuerzas
magnéticas.”

La expresion del potencial de un pequefio iman colocado en el origen de coordenadas, en la
direccion del eje de x es
d(m X
| —| — [==Im—=
dx\ r r

El efecto de la esfera en perturbar las lineas de fuerza puede suponerse, como una primera
hipdtesis, similar a la de un pequefio iman en el origen, cuya fuerza debe determinarse.
(Encontraremos que esto es exactamente cierto).

Sea el valor del potencial no alterado por la presencia de la esfera sea
p = IX.
Supongamos que la esfera produce un potencial adicional, que para los puntos externos es

3
, a
p =AFX1

y sea el potencial en el interior de la esfera
p1= Bx.

Sea K'el coeficiente de resistencia exterior, y k dentro de la esfera, entonces las condiciones a
cumplir son, que los potenciales interiores y exteriores deben coincidir en la superficie, y que la
inducciodn a través de la superficie debe ser la misma segun se deduzca del potencial externo o
interno. Poniendo x = rcos6, tenemos para el potencial externo

a3
P =[Ir+AF]cose

y para el potencial interno
p1 = BrcosO

y estos potenciales deben ser idénticos cuando r = a, 0

“Ver Prof. Thomson, “On the Theory of Magnetic Induction”, Phil Mag. March, 1851.De acuerdo con este trabajo,
la capacidad inductiva de la esfera es la relacion entre la cantidad de induccién magnética (no la intensidad) dentro
de la esfera y la exterior a ella. Por lo tanto, de acuerdo con nuestra notacion, ella es igual a

1 B k' 3k

I K 2k+K
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I+A =B.
La induccidn a través de la superficie en el medio externo es

1 dp 1

—— =~ (1-2A)cos#
Kdr_ K
y, a través de la superficie en el medio interno es
1 dp, =£Bcose
kdr_, Kk
1 1
L—(1-2A)=—B
k'( ) k
Estas ecuaciones dan
A k—-k | B= 3k
2k + k' 2k +K'

El efecto fuera de la esfera es igual al de un pequefio iman cuya longitud es | y el momento ml,
siempre que

k_k' 3
= a
2k + K

ml

Supongamos que este campo uniforme es el debido al magnetismo terrestre, entonces, si k es
menor gque k'como en cuerpos paramagnéticos, el extremo marcado del iman equivalente se girara
hacia el norte. Si k es mayor que k', como en los cuerpos diamagnéticos, el extremo no marcado del
iman equivalente giraria hacia el norte.

111 Campo magnético de intensidad variable

Supongamos que este campo uniforme es el debido al magnetismo terrestre, entonces, si k es
menor, supongamos ahora que la intensidad en el campo magnetico no alterado varia en magnitud y
direccion de un punto a otro, y que sus componentes en X, y, z son representado por a, B, v,
entonces, si como primera aproximacion consideramos que la intensidad dentro de la esfera es
sensiblemente igual a la del centro, el cambio de potencial fuera de la esfera que surge de la
presencia de la esfera, perturba las lineas de fuerza, sera el mismo que el debido a tres pequefios
imanes en el centro, con sus ejes paralelos a x, y y z, y sus momentos iguales a

k_kl 3 k_kl
aao,
2k + K’ 2k + k'

a’p,
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La distribucion real del potencial dentro y fuera de la esfera puede concebirse como el resultado
de una distribucion de materia magnética imaginaria en la superficie de la esfera; pero dado que el
efecto externo de este magnetismo superficial es exactamente el mismo que el de los tres pequefios
imanes en el centro, el efecto mecanico de las atracciones externas sera el mismo que si realmente
existieran los tres imanes.

Ahora, sean tres pequefios imanes cuyas longitudes son Iy, Iy, I3 y las resistencias my, my, ms,
existentes en el punto X, y, z con sus ejes paralelos a los ejes de x, y, z, entonces resolviendo las
fuerzas que acttan sobre los tres imanes en la direccion de X, tenemos

dac I, dat 1, doc I,
_ dx 2 dy 2 dz 2
X_ml_+d_a|_l+m2_ d_(x|2 +m3_ d_al_a
dx 2 dy 2 dz 2

da da do

=m,l, +m2I20|—+m3I3d—Z

Sustituyendo los valores de los momentos de los tres imanes imaginarios

X k -k o d_oc+BdB
2k k dx dx

k—-k a’d

ek 7o B Y)
La fuerza que impulsa la esfera en la direccion de x depende, por lo tanto, de la variacion del
cuadrado de la intensidad o (o + B% + y?), a medida que avanzamos en la direccion de x, y lo mismo
ocurre para yy para z, de modo que la ley es, que la fuerza que actua sobre esferas diamagnéticas va
dirigida desde lugares de mayor a lugares de menor intensidad de fuerza magnética, y que en
distribuciones similares de fuerza magnética varia como la masa de la esfera y el cuadrado de la
intensidad.

Con los coeficientes de Laplace es facil llevar la aproximacién al valor del potencial tanto como
queramos, Yy calcular la atraccion. Por ejemplo, si un polo magnético norte o sur cuya fuerza es M,
se coloca a una distancia b de una esfera diamagnética, radio a, la repulsion sera

3 2 4
a 2x1 3x2x1 a® 4x3x2xla
RZI\/IZ(k—kl)—5 X + Xex —2+ XIXEX —4+etC.
b>\ 2k+k' 3k+2k'Db 4k+3Kk" b
Cuando r es pequefio, el primer término da una aproximacion suficiente. La repulsién es,
entonces, directamente proporcional al cuadrado de la fuerza del polo, y la masa de la esfera e
inversamente proporcional a la quinta potencia de la distancia, considerando al polo como un punto.
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IV. Dos esferas en un campo uniforme

Sean dos esferas de radio a conectadas juntas de modo que sus centros se mantengan a una
distancia b, y que estan suspendidas en un campo magnético uniforme, luego, aunque cada esfera
por si misma habria estado en equilibrio en cualquier parte del campo, la perturbacion del campo
produciré fuerzas que tienden a hacer que las bolas se establezcan en una direccién particular.

Consideremos que el centro de una de las esferas se toma como origen, entonces el potencial
inalterado es

p=Ilrcos®
—_ a3
y el potencial debido a la esferaes p'= | —-C0s0
2k +K'r

En conjunto, todo el potencial es igual a

2k +K' r?
L 3
@=I _p K=K a_2 cosO
dr 2k +K' r
1op__ k—k'a_3 0., P_g
r do 2k + k' r® '

2 2 2
.'.i2=(d—p] +i2(d_p] + 12 dp
r re\de rsene { do

k—K a k—k' ) a°
=1%1 —(1-3cos?6 —(1+3cos?6
{ Sk )+(2k+k') < )}

Este es el valor del cuadrado de la intensidad en cualquier punto. EI momentum de ambos
cuerpos que tiende a retornar la combinacion de esferas en la direccion de la fuerza original

L=iii2 K=K a® |cuandoR =b
2d0 2k + k'

1t 2 46 ' A3
L=3ppf k=K pafy k=K a g 09
2 (2k+k) b*\" 2k+K b
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Esta expresion, — que debe ser positiva, ya que b es mayor que a,— da el momento de una
fuerza que tiende a retornar la linea que une los centros de las esferas hacia las lineas de fuerza
originales.

Si las esferas son magnéticas o diamagnéticas, tienden a establecerse en la direccion axial, y eso
sin distincion de norte a sur. Sin embargo, si una esfera es magnética y la otra diamagnética, la linea
de centros se establecerd de forma ecuatorial. La magnitud de la fuerza depende del cuadrado de (k
— k), y por lo tanto es bastante insensible excepto para el hierro”.

V. Dos esferas entre los polos de un iman

Tomemos ahora el caso de las mismas esferas colocadas no en un campo uniforme sino entre un
polo norte y un polo sur, + M, distantes 2c uno del otro en la direccién de x.

La expresion del potencial, tomando como origen la mitad de la linea que une los polos, es

1 1
p= -
(\/c2+r2—2crcose \/cz+r2+20rc039]

A partir de la cual, encontramos el valor de I

4

2 2 2
2= M [1—32—2+ 92—200529}

C
2
- OI—|=—18M—6r2 sin20.
de c

y el momento para llevar el par de esferas (radio a, distancia 2b) en la direccion en que 6 aumenta es

k—k M?a’b?

- 36 5
2k + k' C

sin 20

Esta fuerza, que tiende a girar en sentido ecuatorial a la linea que une los centros de las esferas
diamagnéticas y en sentido axial a los centros de las esferas magnéticas, varia directamente como el
cuadrado de la fuerza del iméan, el cubo del radio de las esferas y el cuadrado de la distancia de sus
centros. e inversamente a la sexta potencia de la distancia de los polos del iman, considerados como
puntos. Mientras estos polos estén cerca uno del otro, esta accion de los polos serd& mucho més
fuerte que la accion mutua de las esferas, de modo que como regla general podemos decir que los
cuerpos alargados se colocan axial o ecuatorialmente entre los polos de un iman segin sean
magnéticos o diamagnéticos

“Ver Prof. Thomson in Phil. Mag.March, 1851.
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V1. Sobre los fendmenos magnéticos de una esfera cortada de una sustancia cuyo coeficiente de
resistencia es diferente en diferentes direcciones.

Sean los ejes de la resistencia magnética paralelos en toda la esfera y sean X, y, z los ejes de la
esfera. Sean ki, ko, ks, los coeficientes de resistencia en estas tres direcciones, k' el coeficiente de
resistencia del medio externo, y a el radio de la esfera. Sea que la intensidad magnética del campo
en el que se introduce la esfera no es perturbada, y que sus cosenos directores sean |, m, n.

Tomemos ahora el caso de una esfera homogénea cuyo coeficiente es k;, colocada en un campo
magnético uniforme cuya intensidad es Il en la direccion de x.

El potencial resultante fuera de la esfera serd

L 3
p'=|| 1+ﬁa_3 X,
2k, +K'r

3k,
| ———X.
2k, + K

y, en los puntos internos

p1=|

De modo que en el interior de la esfera la magnetizacion estd completamente en la direccién de
X. Por lo tanto, es bastante independiente de los coeficientes de resistencia en las direcciones de x e
y, que pueden cambiarse de k; a k; y ks sin perturbar esta distribucion de magnetismo. Por lo tanto,
podemos tratar la esfera como homogénea para cada uno de los tres componentes de I, pero
debemos usar un coeficiente diferente para cada uno. Buscamos puntos externos

. k,—K' k, —K' k,—k' _a°
p=I13IX+my+nz+ IX + my + Nz —
2k, +K' 2k, + k' 2k, +K

Y, para puntos internos

3k, 3k, 3k,
p, =1 IX + my + nz
2k, + k' 2k, +K' 2k, + k'

El efecto externo es el mismo que produciria un pequefio iman cuyos momentos fueran

M“a3’ Mmlas, ﬂnla ,
2k, + K 2k, + k' 2k, +K'

y hubiera sido colocado en el origen con sus direcciones coincidiendo con los ejes X, v, z. El efecto
de la fuerza original | al girar la esfera sobre el eje de x se puede encontrar tomando los momentos
de los componentes de esa fuerza en estos imanes equivalentes. EI momento de la fuerza en la
direccién de y que actla sobre el tercer iméan es
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k, — K

— — _mnl%?®
2k, + K

y el momento de la fuerza sobre el segundo iméan, en la direccion del eje z, es

k _ ]
— 2—k mnl 2a3

2k, + K’
Por lo tanto, como la pareja esta sobre el eje de a,

3K (ka - kz)
(2k, + k' )2k, + K

mnl %a’
)

tenderd a girar a la esfera desde el eje y hacia el eje z. Supongamos que la esfera se suspende de
modo que el eje de x sea vertical, y que | sea horizontal, entonces si 6 es el angulo que el eje y
forma con la direccion de I, m = cosf, n = —sin 0, y la expresion para el momento se convierte en

K’ (kz — k3)

243 i
(K, +l Y2k, +10) | & oneo

3
2

tendiendo a aumentar 6. Por lo tanto, el eje de menor resistencia se establece axialmente, pero con
cualquier extremo indiferentemente hacia el norte.

Como en todos los cuerpos, excepto el hierro, los valores de k son casi los mismos que en el
vacio, el coeficiente de esta cantidad se modifica muy poco cambiando el valor de k' por k, el valor
en el espacio. La expresion se convierte en

k2_k3 |2

L a®sin20,
6

que es independiente del medio exterior .

“Tomando el caso mas general de induccién magnética al que se refiere el art. (28), encontramos, en la expresion
para el momento de las fuerzas magnéticas, un término constante que depende de T, ademas de los términos que
dependen de los senos y cosenos de 6. El resultado es que en cada revolucién completa en la direccion negativa
alrededor del eje de T, se gana una cierta cantidad positiva de trabajo; pero, dado que no existe una fuente de trabajo
inagotable en la naturaleza, debemos admitir que T = 0 en todas las sustancias, con respecto a la induccion magnética.
Este argumento no se aplica en el caso de la conduccidon eléctrica, o en el caso de un cuerpo a través del cual pasa el
calor o la electricidad, ya que dichos estados se mantienen mediante el gasto continuo de trabajo. Ver Prof. Thomson,
Phil. Mag. Marzo de 1851, p. 186.
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VII. Imantacidén permanente en una capa esférica.

El caso de una capa esférica homogénea de una sustancia diamagnética o paramagnética no
presenta ninguna dificultad. La intensidad dentro de la capa en cuestion es menor de la que hubiera
sido si la capa estuviera lejos, ya sea que la sustancia de esa capa sea diamagnética o
paramagnética. Cuando la resistencia de la capa es infinita, y cuando desaparece, la intensidad en el
interior la capa es cero.

En el caso de no resistencia, todo el efecto de la capa en cualquiera de sus puntos, internos o
externos, puede representarse suponiendo un estrato superficial de materia magnética distribuido
sobre la superficie exterior, la densidad esta dada por la ecuacion

p = 3lcoseo.

Supongamos que, ahora, que la capa esférica se convierte en un iman permanente, de modo que
la distribucion de la materia magnética imaginaria sea invariable, entonces el potencial externo
debido a la capa sera,

3

: a
p=—|r—20059

y el potencial interno
p1 = — Ircose.

Ahora investiguemos el efecto de llenar la capa esférica con alguna sustancia cuya resistencia es
k, y que la resistencia en el medio externo es k'. El grosor de la capa magnetizada puede
descuidarse. Sea que el momento magnético del magnetismo permanente es 1a°, y que el de la
distribucion superficial imaginaria debido al medio k = Aa® Entonces los potenciales son

3
a :
externo p'=(1+A)>;cos8, internop, = (I + A)rcos6
r

La distribucion del magnetismo real es la misma antes y después de la introduccion del medio k,
de modo que

1, 2 1 2
FI+§I=E(I+A)+E(I+A)
0
_ k-k
2k +K'

El efecto externo de la cubierta magnetizada aumenta o disminuye de acuerdo con que A; sea
mayor o menor que k’. Por lo tanto, se incrementa al llenar la capa esférica con materia
diamagnética y disminuye al llenarlo con materia paramagnética, como el hierro.
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VI11. Capa esférica electromagnética

Tomemos como ejemplo los efectos magnéticos de las corrientes eléctricas, un electroiman en
forma de capa esférica delgada. Supongamos que su radio sea a, y su espesor t, y sea su efecto
externo el de un iman cuyo momento es la>. Tanto dentro como fuera dela capa, el efecto magnético
puede ser representado por un potencial, pero dentro de la sustancia de la capa, donde hay corrientes
eléctricas, los efectos magnéticos no pueden ser representados por un potencial. Sean p'y p los
potenciales externos e internos,

a3
p'= Ir—zcose, p, = Arcos0

Yy, COMO no hay un magnetismo permanente

dp" _dp,
dr dr’
Cuandor=a
A=-2I

Si dibujamos cualquier curva cerrada cortando a la capa en el ecuador, y en algin otro punto
conocido, entonces la intensidad magnética total alrededor de esta curva serd 3lacos, y como esta
es una medida de la corriente eléctrica total que fluye a través de ella, la cantidad de la corriente en
cualquier punto se puede encontrar por diferenciacion. La cantidad que fluye a través del elemento
tdo es — 3la sin 6d6, de modo que la cantidad de la corriente referida a la unidad del area de
seccion es

—3I%sin9

Si la capa tiene un alambre enrollado alrededor de la esfera de modo que el numero de espirales
por pulgada varie segun el seno de 0, entonces el efecto externo sera casi el mismo que si la capa
estuviera hecha de una sustancia conductora uniforme, y las corrientes se hubieran distribuido de
acuerdo con la ley que acabamos de dar.

Si un cable que conduce una corriente de intensidad I, se enrolla alrededor de una esfera de
radio a, de modo que la distancia entre las espirales sucesivas, medidas a lo largo del eje de x, sea
2a/n, entonces habra n espirales en total, y el valor de I, para el electroiméan resultante sera

n

| =
' Ba

II’

Los potenciales interno y externo seran
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Por lo tanto, el interior de la capa esférica es un campo magnético uniforme
IX. Efecto del nucleo del electroiman.

Supongamos ahora una esfera de materia diamagnética o paramagnética introducida en la
bobina electromagnética. El resultado se puede obtener como en el Gltimo caso, y los potenciales se
vuelven

1] 3 L]
p'=Isza—cose, p1=—2I2E kL

————0s0.
2k + k' r? 6 2k+k' a

El efecto externo es mayor 0 menor que antes, de acuerdo con que k' sea mayor o menor que Kk,
es decir, segun que el interior de la esfera sea magnética o diamagnética con respecto al medio
externo, y el efecto interno se altera en el direccion opuesta, siendo el mas grande para un medio
diamagnético.

Esta investigacion explica el efecto de introducir un nucleo de hierro en un electroiman. Si el
valor de k para el ndcleo desapareciera por completo, el efecto del electroiman seria tres veces
mayor que el que tiene sin el nicleo. Como k tiene siempre un valor finito, el efecto del nucleo es
menor que esto.

En el interior del electroiman tenemos un campo uniforme de fuerza magnética, cuya intensidad
puede aumentarse rodeando la bobina con una capa de hierro. Si k' = 0, y la capa es infinitamente
gruesa, el efecto sobre los puntos internos se triplicaria.

El efecto del nucleo es mayor en el caso de un iman cilindrico, y el mas grande de todos cuando
el ndcleo es un anillo de hierro dulce.

X. Funciones electrotnicas en electroiman esférico.
Tratemos, ahora, de encontrar las funciones electrotonicas debido a este electroiman.
Ellas seran de la forma
0w=0, Po=wz Y=-wy

Donde w es una funcion de r. Donde no hay corrientes eléctricas, debemos tener que a,, by, ¢, cada
una =0, y esto implica

i(300+ rd—m]=0,
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cuya solucion es

C
0=C, +—%.
r

Dentro de la capa, ® no puede ser infinito; por lo tanto = C; es la solucidn, y fuera de la capa
debe anularse a una distancia infinita, por lo que

es la solucion fuera de la capa. La cantidad magnética dentro de la capa se encuentra, a partir del
ultimo articulo como

|21 3 =al=dﬁ_%=zcl;
6a 2k + k' dz dy
Por lo tanto, dentro de la esfera
Ibn 1

@y =——— -
2a 3k+Kk

Fuera de la esfera debemos determinar o para que coincida en la superficie con el valor interno. El
valor externo es, por lo tanto
_I,n 1 &’
2a 3k+K r®’

donde la capa que contiene las corrientes estd compuesta de n bobinas de alambre, que conducen
una corriente de cantidad total I».

Sea otro cable enrollado alrededor de la capa de acuerdo con la misma ley, y supongamos que el
numero total de bobinas sea n'; entonces la intensidad electrotonica total, El,, alrededor de la
segunda bobina se encuentra integrando

2n
El, =I ®asinds,
0

a lo largo de todo el cable. La ecuacion para ese cable es

¢

Cos0=——
n'm

donde n’ es un nimero grande. Por ello,
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ds=asin0d¢
=—an' wtsin’0 do
4r

- El, A et =~ 2 ann o
3 3 3k+K

E puede llamarse coeficiente electrotonico para el cable en particular.

X1. M&quina electromagnética esférica a bobina.

Ya hemos obtenido la funcidn electrotonica que define la accidn de una bobina sobre la otra. La
accion de cada bobina sobre si misma se encuentra poniendo n o n en vez de nn'. Supongamos que
la primera bobina se conecta con un aparato que produce una fuerza electromotriz variable F.
Busquemos los efectos en ambos cables, suponiendo que sus resistencias totales sean Ry R', y la

cantidad de las corrientes | e I'.

Reemplazandoz—n

3 (Bk+k
segunda es
,dI
— Nnn e
La de la segunda sobre si misma es
— NN 2 d_l .
dt

La ecuacién que da la intensidad de corriente en la segunda bobina es

—_ Nnn'd_l_ Nn'zd_l_

=R
dt dt

Y la ecuacion que da la intensidad de corriente en la primer bobina es

- anz—i— Nnn'%—|t+ F =RI

Eliminando los coeficientes diferenciales, tenemos

LT

n n n
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n> n?)dl F n'? dF
y Nf—+— d—+I=—+N aF (3)

R R )dt R R dt
de donde se pueden encontrar | y I'. Para este propdsito, necesitamos conocer el valor de F en
términos de t.

Consideremos primero el caso en el que F es constante e | e I" son, inicialmente, cero. Este es el
caso de una maquina electromagnética a bobina en el momento en que la conexion se realiza con el
canal galvanico.

. nZ v 2
Poniendo %2 ten vezde N [E+

] encontramos

La corriente primaria aumenta muy rapidamente de 0 a F/R, y la secundaria comienza en —
Fn'/R'n y desaparece rapidamente, debido a que el valor de t es generalmente muy pequefio.

Todo el trabajo realizado ya sea por la corriente en el calentamiento del cable o en cualquier otro
tipo de accidn se encuentra a partir de la expresion

IVMt
0

0
j Ldt
0
Para la corriente secundaria encontramos

®© 2,02 ®© '
PRd=" T I AL
. RN Rn2

0

La cantidad total de corriente es

N|a

El trabajo realizado y la cantidad de corriente son, por lo tanto, los mismos que si una cantidad

de corriente I'=

hubiera pasado a través del cable durante un tiempo t, donde
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Este método de considerar una corriente variable de corta duracion se debe a Weber, cuyos
métodos experimentales hacen que la determinacion de la corriente equivalente sea una cuestion de
gran precision.

Ahora supongamos que la fuerza electromotriz F cesa repentinamente mientras que la corriente
en el cable primario es lp, y en el secundario = 0. Entonces tendremos para el tiempo subsiguiente

2t 2t

-= I, Rn" -=

=1l *, ‘=202 —¢ °.
R' n

. . 1 1. Rn -
Las corrientes equivalentes son —lo y —1,——Y su duracion es t.
2 2 Rn
Cuando se corta la comunicacion con la fuente de la corriente, habra un cambio en R. Esto
producird un cambio en el valor de t, de modo que si R aumenta de repente, la intensidad de la
corriente secundaria aumentara, y su duracion disminuird. Este es el caso en las maquinas a bobina

ordinarias. La cantidad N depende de la forma de la méaquina y puede determinarse
experimentalmente para una maquina de cualquier forma.

XI1. Capa esférica girando en un campo magnético.

Tomemos ahora el caso de una capa giratoria de materia conductora bajo la influencia de un
campo de fuerza magnética uniforme. Los fendmenos son explicados por Faraday en sus
Experimental Researches, Serie 1., y se dan referencias a experimentos previos.

Sea el eje z el eje de revolucion, y que la velocidad angular sea . Supongamos que el
magnetismo del campo se represente en cantidad por I, inclinado en un angulo 6 en la direccion de
z, en el plano de zx.

Sea R el radio de la capa esférica, y T el espesor. Sean las cantidades o, Bo, yo, las funciones
electrotonicas en cualquier punto del espacio; aj, bs, €1, a1, B1, 1, Simbolos de cantidad e intensidad
magnética; ap, by, €z, ap, B2, v2, de cantidad e intensidad eléctrica. Sea p, la tension eléctrica en
cualquier punto,

dp, . |
—=+ka

a, ™ +ka,

B =+ @
d

Y= %"’ ke, J

da, db, dc, _0 2

dx dy dz
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da., + dB, + dy, —V2p
dx dy dz

Las expresiones para o, PBo, Yo, debidas al magnetismo del campo son

o, = A0+%ycose
B, = BO+%(Z sin®— xcos0)

| ]
=C,—ysin0O
Yo 02y

Ao, Bo, Co son constantes; y las velocidades de las particulas en la esfera giratoria son

dx_ d_y_ dz_

kN = —=0.
dt at - Gt

Por lo tanto, las fuerzas electromotrices son

1d 11
o =——ﬂ=———cosemx,

2 A dt A 2

1 dB, 11
=————=———C0s0ny,
Pe=tn gt =~ am 200
1dy, 11

=———=——5sinfwXx.
L& Ag dt 4w 2

Volviendo a las ecuaciones (1) tenemos

(a0, _dc,)_dB, dr, _,
dz dy dz dy '

L

dx dz 4m 2

[d2. _db,)_da, B, _,
dy dx dy dx

de donde, con la ecuacion (2), encontramos
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) ——i——smemz,
K 47
b, =0,
) ——1——S|n9mx
k 4

p, = —% Im{(x2 + yz)cose— Xz sin 9}

Estas expresiones determinarian completamente el movimiento de la electricidad en una esfera
giratoria si despreciamos la accion de estas corrientes entre si. Expresan un sistema de corrientes
circulares alrededor del eje y, la cantidad de corriente en cualquier punto es proporcional a la

distancia desde ese eje. El efecto magnético externo sera el de un pequefio iman cuyo momento es
3

K con su direccion a lo largo del eje y, de modo que el magnetismo del campo tendera a
(1

volverlo al eje de x”.

La existencia de estas corrientes, por supuesto, alterara la distribucion de las funciones electro-
tonicas, por lo que reaccionaran sobre si mismas. Sea el resultado final de esta accion un sistema de
corrientes sobre un eje en el plano xy inclinado al eje de x en un &ngulo ¢ y produciendo un efecto
externo igual al de un iman cuyo momento es I'R®.

Los componentes inductivos magnéticos dentro de la capa son

I,sin6—-21"cos¢ en x,
-21I'sing eny,
l,cos¢ enz.

Cada uno de estos produciria su propio sistema de corrientes cuando la esfera estd en

movimiento, y esto daria lugar a nuevas distribuciones de magnetismo, que, cuando la velocidad es
uniforme, debe ser la misma que la distribucion original,

(1,sin@—21"cos¢)en x produce Zlu;r—kw(llsine—ZI'cow)en Y,
T

(-=21"sing)en y produce 2 T o(21"sing)en x
487k

I, cos0 en z no produce corrientes

“La expresion para p, indica una tension eléctrica variable en la capa, de modo que las corrientes pueden ser
recogidas por cables que la tocan en el ecuador y los polos
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Por lo tanto, debemos tener las siguientes ecuaciones, ya que el estado de la capa es el mismo en
cada instante,

I,sin@—-21"cos¢=1,sin0+

®21'sing
T

. T .
—21I'sin@=——-wll, sin6-21"cos
2411:km( ! ¢)

T
, L
donde cot¢=—lm 1 Amk I,sin®
24Ttk 2 T 2
14| —o
(4nk ]

Para entender el significado de estas expresiones, consideremos un caso particular. Supongamos
que el eje de la cubierta giratoria sea vertical, y permita que la revolucion sea de norte a oeste.
Supongamos que la intensidad total es la del magnetismo terrestre, y que la inclinacion sea 6,
entonces | coso es la componente horizontal en la direccion del norte magnético.

El resultado de la rotacion es producir corrientes en la capa alrededor de un eje inclinado en un

. ~ T o .
angulo pequefio= tan‘ln al sur del oeste magnético, y el efecto externo de estas corrientes es el
("

mismo que el de un iman cuyo momento es

To

R*I cos®
J2ankY +T%?

1
2

El momento del par debido al magnetismo terrestre que tiende a detener la rotacion es

247k To

> \/(24k2 22R3I2c0529
n)+Tm

y la pérdida de trabajo debido a esto en una unidad de tiempo es

247nk To

> — 2R3|200329
J24nk) +T %0

Esta pérdida de trabajo esta compuesta por una evolucion del calor en la sustancia de la capa,
como lo demuestra un experimento reciente del Sr. Foucault (véase Comptes Rendus, XLI, p. 450)
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vt
A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field. By J. Clerk Maxwell, F.R.S.
Recibida el 27 de octubre — Leida el 8 de diciembre de 1864.

PARTE | — INTRODUCCION.

(1) El fendbmeno mecanico mas obvio en experimentos eléctricos y magnéticos es la accion
mutua mediante la cual los cuerpos en ciertos estados se ponen en movimiento mientras se
encuentran a una distancia razonable entre si. EI primer paso, por lo tanto, en la reduccion de estos
fendmenos a la forma cientifica, es determinar la magnitud y la direccion de la fuerza que actia
entre los cuerpos, y cuando se encuentra que esta fuerza depende de cierta manera de la posicién
relativa de los cuerpos y de la condicion eléctrica 0 magnética de los cuerpos. A primera vista.
parece natural explicar los hechos al asumir la existencia de algo, ya sea en reposo o en movimiento
en cada cuerpo, constituyendo su estado eléctrico o magnético, y capaz de actuar a distancia de
acuerdo con ciertas leyes matematicas.

De esta forma se han elaborado teorias matematicas de la electricidad estatica, del magnetismo,
de la accidon mecéanica entre conductores que transportan corrientes y de la induccion de corrientes.
En estas teorias, la fuerza que actla entre los dos cuerpos se trata con referencia solo a las
condiciones de los cuerpos y a sus posiciones relativas y sin ninguna consideracion expresa del
medio circundante.

Estas teorias suponen, mas o menos explicitamente, la existencia de sustancias, cuyas particulas
tienen la propiedad de actuar unas sobre otras, a distancia, por atraccion o repulsion. El desarrollo
més completo de una teorfa de este tipo es el del Sr. W. Weber”, que ha hecho que la misma teoria
incluya fendmenos electrostaticos y electromagnéticos.

Sin embargo, al hacerlo, ha encontrado necesario suponer que la fuerza entre dos particulas
eléctricas depende de sus velocidades relativas, asi como la distancia que media entre ellas.

Esta teoria, tal como fue desarrollada por los Sres. W. Weber y C. Neumann', es
extremadamente ingeniosa y maravillosamente completa en su aplicacién a los fendmenos de
electricidad estatica, atracciones electromagnéticas, induccion de corrientes y fendmenos

! En sus trabajos, Maxwell no sélo omitia pasos en sus desarrollos mateméticos sino que descuidaba la expresion
gramatical de sus pensamientos. Tratando de ser lo mas fiel posible, la traduccién del presente fue realizada sobre el
texto publicado en The Scientific Papers of James Clerk Maxwell, Dover Publications Inc., New York, 1965, pp. 526 —
597.

““Electrodynamische Maassbestimmungen”, Leipzic Trans, vol. i. 1849, y Taylor’s Scientific Memoirs, vol. v. art.
Xiv.

T Explicare tentatur quomodo fiat ut lucis planum polarizationis per vires electricas vel magneticas declinetur.”—

Halis Saxonum, 1858.
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diamagnéticos; y nos llega con mas autoridad, ya que ha servido para guiar las especulaciones de
alguien que ha hecho un gran avance en la parte practica de la ciencia eléctrica, tanto al introducir
un sistema consistente de unidades en la medicion eléctrica, como por la realidad de determinar
cantidades eléctricas con una precision hasta ahora desconocida.

(2) Sin embargo, las dificultades mecénicas que estan involucradas en la suposicion de que las
particulas actian a distancia con fuerzas que dependen de sus velocidades, son tales que me
impiden considerar esta teoria como la Gltima, aunque pudo haber sido, y puede ser (til para
conducir a la coordinacion de fendmenos.

Por lo tanto, he preferido buscar una explicacién del hecho en otra direccion, mediante la
suposicion que son producidos por acciones que ocurren tanto en el medio circundante como en los
cuerpos excitados, y tratando de explicar la accidn entre cuerpos distantes sin asumir la existencia
de fuerzas capaces de actuar directamente a distancias sensibles.

(3) Por lo tanto, la teoria que propongo puede llamarse teoria del campo electromagnético,
porque tiene que ver con el espacio en la vecindad de los cuerpos eléctricos 0 magnéticos, y
también puede llamarse Teoria Dindmica, porque supone que en ese espacio hay materia en
movimiento, mediante la cual se producen los fenémenos electromagnéticos observados.

(4) ElI campo electromagnético es la parte del espacio que contiene y rodea cuerpos en
condiciones eléctricas 0 magneticas.

Puede llenarse con cualquier tipo de materia, 0 podemos tratar de mantenerlo vacio de toda la
materia densa, como en el caso de los tubos de Geissler u otros llamados vacua.

Sin embargo, siempre queda suficiente materia para recibir y transmitir las ondulaciones de la
luz y el calor, y es porque la transmision de estas radiaciones no se altera mucho cuando se
sustituyen los cuerpos transparentes de densidad medible por el llamado vacio, por lo que estamos
obligados a admitir que las ondulaciones son las de una sustancia etérea, y no de la materia densa,
cuya presencia simplemente modifica de algin modo el movimiento del éter.

Por lo tanto, tenemos alguna razdn para creer, a partir de los fenémenos de la luz y el calor, que
hay un medio fijo que llena el espacio y que atraviesa los cuerpos, que puede ponerse en
movimiento y transmitir ese movimiento de una parte a otra y comunicar ese movimiento a la
materia densa para calentarla y afectarla de varias maneras.

(5) Ahora, la energia comunicada al cuerpo al calentarlo debi6 haber existido anteriormente en
el medio movil, ya que las ondulaciones habian dejado la fuente de calor algin tiempo antes de
llegar al cuerpo, y durante ese tiempo la energia debe haber sido la mitad en forma de movimiento
del medio y la mitad en forma de resiliencia elastica. De estas consideraciones el Profesor W.
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Thomson ha argumentado™ que el medio debe tener una densidad capaz de compararse con la
materia densa e incluso ha asignado un limite inferior a esa densidad.

6) Por lo tanto, podemos recibir, como un dato derivado de una rama de la ciencia independiente
de la que tenemos que tratar, la existencia de un medio penetrante, de densidad pequefia pero real,
capaz de ponerse en movimiento, y de transmitir movimiento de una parte a otra con gran
velocidad, pero no infinita.

Por lo tanto, las partes de este medio deben estar tan conectadas que el movimiento de una parte
dependa de algun modo del movimiento del resto; y al mismo tiempo estas conexiones deben ser
capaces de un cierto tipo de elasticidad, ya que la comunicacion del movimiento no es instantanea,
sino que lleva cierto tiempo.

Por lo tanto, el medio es capaz de recibir y almacenar dos tipos de energia, a saber, la energia
"real", dependiente de los movimientos de sus partes y la energia "potencial”, que consiste en el
trabajo que haré el medio para recuperarse del desplazamiento en virtud de su elasticidad.

La propagacion de ondulaciones consiste en la transformacion continua de una de estas formas
de energia, alternativamente en la otra, y en cualquier momento la cantidad de energia en todo el
medio se divide por igual, de modo que la mitad es energia de movimiento y la mitad es resiliencia
elastica.

(7) Un medio que tiene tal constitucién puede ser capaz de otros tipos de movimiento y
desplazamiento que aquellos que producen los fendmenos de luz y calor, y algunos de estos pueden
ser de tal naturaleza que puedan ser evidenciados a nuestros sentidos por los fenémenos que
producen.

(8) Ahora sabemos que el medio luminifero es, en algunos casos, utilizado por el magnetismo;
ya que Faraday” descubri6 que cuando un rayo de luz polarizada planarmente atraviesa un medio
diamagnético transparente en la direccion de las lineas de fuerza magnética producidas por imanes o
corrientes en la vecindad, se produce un giro en el plano de polarizacion.

Esta rotacion es dirigida siempre en la direccién en la que se debe llevar electricidad positiva
alrededor del cuerpo diamagnético para producir la magnetizacion real del campo.

Desde entonces, Verdet' ha descubierto que si un cuerpo paramagnético, como la solucién de
percloruro de hierro en éter, se sustituye por el cuerpo diamagnético, la rotacion ocurre en la
direccién opuesta.

Ultimamente, el Profesor W. Thomson* ha sefialado que ninguna distribucion de fuerzas que
actle entre las partes de un medio cuyo Unico movimiento es el de las vibraciones luminosas, es

““On the Possible Density of the Luminiferous Medium, and on the Mechanical VValue of a Cubic Mile of Sunlight,”
Transactions of the Royal Society of Edinburgh (1854), p. 57.

“Experimental Researches in Electricity, Series 19.

"ComptesRendus (1856, segunda mitad del afio, p. 529, y 1857, primera mitad del afio, p. 1209).
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suficiente para dar cuenta de los fendmenos, pero que debemos admitir la existencia de un
movimiento en el medio que depende de la magnetizacion, ademas del movimiento vibratorio que
constituye la luz.

Es cierto que la rotacion del plano de polarizacion por el magnetismo ha sido observada sélo en
medios de densidad considerable; pero las propiedades del campo magnético no se alteran tanto por
la sustitucién de un medio por otro, o por el vacio, como para permitirnos suponer que el medio
denso hace algo mas que simplemente modificar el movimiento del éter. Por lo tanto, tenemos
motivos justificables para indagar si no puede haber un movimiento del medio etéreo dondequiera
que se observen efectos magnéticos, y tenemos alguna razén para suponer que este movimiento es
uno de rotacion, teniendo a la direccion de la fuerza magnética como su eje.

(9) Ahora podemos considerar otro fendmeno observado en el campo electromagnético. Cuando
un cuerpo se mueve a través de las lineas de fuerza magnética, experimenta lo que se llama una
fuerza electromotriz; las dos extremidades del cuerpo tienden a electrificarse opuestamente, y una
corriente eléctrica tiende a fluir a traves del cuerpo. Cuando la fuerza electromotriz es lo
suficientemente potente y esta hecha para actuar sobre ciertos cuerpos compuestos, los descompone
y hace que uno de sus componentes pase hacia un extremo del cuerpo y el otro en la direccion
opuesta.

Aqui tenemos evidencia de una fuerza que causa una corriente eléctrica a pesar de la resistencia;
electrificando las extremidades de un cuerpo con cargas opuestas, una condicién que se sostiene
Unicamente por la accion de la fuerza electromotriz, y que, tan pronto como se elimina esa fuerza,
tiende, con una fuerza igual y opuesta, a producir una contracorriente a través del cuerpo y restaurar
el estado eléctrico original del cuerpo; y finalmente, si es lo suficientemente fuerte, descompone
sustancias quimicas y llevando a sus componentes en direcciones opuestas, mientras que su
tendencia natural es combinarlas, y hacerlo con una fuerza que puede generar una fuerza
electromotriz en la direccion inversa.

Entonces, esta es una fuerza que actla sobre un cuerpo debida a su movimiento a traves del
campo electromagnético, 0 por cambios que ocurren en ese campo en si mismo; y el efecto de la
fuerza es producir una corriente y calentar el cuerpo, o descomponer el cuerpo, 0, cuando no puede
hacer ninguna de las dos cosas, poner el cuerpo en un estado de polarizacion eléctrica, un estado de
coaccion en el cual las extremidades opuestas estan electrificadas opuestamente, y del cual el
cuerpo tiende a aliviarse tan pronto como se elimina la fuerza perturbadora.

(10) De acuerdo con la teoria que propongo explicar, esta “fuerza electromotriz” es la fuerza que
se pone en juego durante la comunicacion del movimiento de una parte del medio a otra, y es
mediante esta fuerza que el movimiento de una parte causa el movimiento en otra parte. Cuando la
fuerza electromotriz actlia sobre un circuito conductor, produce una corriente que, al encontrar
resistencia, ocasiona una transformacién continua de energia eléctrica en calor, que es incapaz de
ser restaurada nuevamente a la forma de energia eléctrica por cualquier reversion del proceso.

*Proceedings of the Royal Society, junio de 1856 y junio de 1861.
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(11) Pero cuando la fuerza electromotriz actia sobre un dieléctrico produce un estado de
polarizacion de sus partes, similar en distribucion a la polaridad de las partes de una masa de hierro
bajo la influencia de un iméan, y como la polarizacion magnética, capaz de ser descrito como un
estado en el que cada particula tiene sus polos opuestos en condiciones opuestas .

En un dieléctrico bajo la accion de la fuerza electromotriz, podemos concebir que la electricidad
en cada molécula estd tan desplazada que un lado se representa de manera positiva y el otro
eléctricamente negativo, pero que la electricidad permanece completamente conectada con la
molécula, y no pasa de una molécula a otra. El efecto de esta accion en toda la masa dieléctrica es
producir un desplazamiento general de la electricidad en una determinada direccion. Este
desplazamiento no equivale a una corriente, porque cuando ha alcanzado un cierto valor permanece
constante, sino que es el comienzo de una corriente, y sus variaciones constituyen corrientes en la
direccién positiva 0 negativa segin que el desplazamiento aumenta o decrece. En el interior del
dieléctrico no hay indicios de electrificacion, porque la electrificacion de la superficie de cualquier
molécula se neutraliza por la electrificacion opuesta de las superficies de las moléculas en contacto
con ella; pero en la superficie limite del dieléctrico, donde la electrificacién no se neutraliza,
encontramos los fendmenos que indican la electrificacion positiva o negativa.

La relacién entre la fuerza electromotriz y la cantidad de desplazamiento eléctrico que produce
depende de la naturaleza del dieléctrico, la misma fuerza electromotriz produce generalmente un
mayor desplazamiento eléctrico en dieléctricos sélidos, como vidrio o azufre, que en el aire.

(12) Aqui, entonces, percibimos otro efecto de la fuerza electromotriz, a saber, el
desplazamiento eléctrico, que segun nuestra teoria es una especie de elasticidad que cede a la accion
de la fuerza, similar a la que tiene lugar en las estructuras y maquinas debido a la falta de rigidez
perfecta de las conexiones.

(13) La investigacion practica de la capacidad inductiva de los dieléctricos se vuelve dificil a
causa de dos fendmenos perturbadores. El primero es la conductividad del dieléctrico, que, aunque
en muchos casos es excesivamente pequefia, no es del todo indedtectable. ElI segundo es el
fenémeno llamado absorcién eléctrica’, en virtud del cual, cuando el dieléctrico esta expuesto a la
fuerza electromotriz, el desplazamiento eléctrico aumenta gradualmente, y cuando se elimina la
fuerza electromotriz, el dieléctrico no vuelve instantaneamente a su estado primitivo, sino solo
descarga una parte de su electrificacion, y cuando se deja, solo adquiere gradualmente
electrificacion en su superficie, a medida que el interior se despolariza gradualmente. Casi todos los
dieléctricos sélidos exhiben este fendmeno, que da lugar a la carga residual en el frasco de Leyden,
y a varios fenémenos de cables eléctricos descritos por el Sr. F. Jenkin™.

(14) Tenemos aqui otros dos tipos de rendimiento ademé&s del rendimiento del dieléctrico
perfecto, que hemos comparado con un cuerpo perfectamente elastico. El rendimiento debido a la

“Faraday, Exp. Res. Series XI; Mossotti, Mem. della Soc. Italiana (Modena), vol. xxiv. Parte 2. p. 49.

“Faraday, Exp. Res, 1233 -1250.

"Reports of British Association, 1859, p. 248; y Report of Committee of Board of Trade on Submarine Cables, pp.
136 y 464.
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conductividad puede compararse con el de un fluido viscoso (es decir, un fluido que tiene una gran
friccion interna), o un solido blando en el que la fuerza mas pequefia produce una alteracion
permanente de la figura que aumenta con el tiempo durante el cual actta la fuerza. El rendimiento
debido a la absorcion eléctrica se puede comparar con el de un cuerpo elastico celular que contiene
un fluido espeso en sus cavidades. Tal cuerpo, cuando se somete a presion, se comprime
gradualmente en funcion del rendimiento gradual del fluido espeso; y cuando se elimina la presion
no recupera de inmediato su figura, porque la elasticidad de la sustancia del cuerpo debe ir
superando gradualmente la tenacidad del fluido antes de poder recuperar el equilibrio completo.

Varios cuerpos sélidos en los que no se puede encontrar ninguna estructura como la que hemos
supuesto, parecen poseer una propiedad mecanica de este tipo*; y parece probable que las mismas
sustancias, si dieléctricas, pueden poseer la propiedad eléctrica analoga, y si son magnéticas,
pueden tener propiedades correspondientes relacionadas con la adquisicion, retencion y pérdida de
polaridad magnética.

(15) Por lo tanto, parece que ciertos fenomenos de la electricidad y el magnetismo conducen a la
misma conclusion que los de la Optica, a saber, que hay un medio etéreo que impregna todos los
cuerpos, y modificado solo en grado por su presencia; que las partes de este medio pueden ser
puestas en movimiento por corrientes eléctricas e imanes; que este movimiento se comunica de una
parte del medio a otra por fuerzas que surgen de las conexiones de esas partes; que bajo la accion de
estas fuerzas hay un cierto rendimiento dependiendo de la elasticidad de estas conexiones; y que,
por lo tanto, la energia en dos formas diferentes puede existir en el medio, siendo la Gnica forma la
energia real de movimiento de sus partes, y la otra es la energia potencial almacenada en las
conexiones, en virtud de su elasticidad.

(16) Entonces, nos conducen a la concepcién de un mecanismo complicado capaz de una gran
variedad de movimientos, pero al mismo tiempo conectado de tal modo que el movimiento de una
parte depende, de acuerdo con las relaciones definidas, del movimiento de otra partes, estos
movimientos son comunicados por fuerzas que surgen del desplazamiento relativo de las partes
conectadas, en virtud de su elasticidad. Tal mecanismo debe estar sujeto a las leyes generales de la
Dinamica, y debemos ser capaces de resolver todas las consecuencias de su movimiento, siempre
que conozcamos la forma de la relacion entre los movimientos de las partes.

(17) Sabemos que cuando se establece una corriente eléctrica en un circuito conductor, la parte
vecina del campo se caracteriza por ciertas propiedades magnéticas, y que si dos circuitos estan en
el campo, las propiedades magnéticas del campo debido a los dos las corrientes se combinan. Por lo
tanto, cada parte del campo esta en conexidén con ambas corrientes, y las dos corrientes se ponen en
conexion entre si en virtud de su conexion con la magnetizacion del campo. El primer resultado de
esta conexion que propongo examinar, es la induccion de una corriente por otra y el movimiento de
los conductores en el campo.

* Como, por ejemplo, la composicion de pegamento, melaza, etc., De los cuales se hacen pequefias figuras de
plastico, que después de ser distorsionadas recuperan gradualmente su forma.
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El segundo resultado, que se deduce de esto, es la accién mecanica entre los conductores que
transportan corrientes. EI fendmeno de la induccion de corrientes ha sido deducido de su accién
mecénica por H. von Helmholtz™ y por W. Thomson'. He seguido el orden inverso, y deduje la
accion mecénica de las leyes de induccion. Luego describi métodos experimentales para determinar
las cantidades L, M, N de las que dependen estos fendmenos.

(18) Luego apliqué los fendbmenos de induccidn y atraccion de corrientes a la exploracion del
campo electromagnético y el establecimiento de sistemas de lineas de fuerza magnética que indican
sus propiedades magnéticas. Al explorar el mismo campo con un iman, mostré la distribucion de las
superficies magnéticas equipotenciales, cortando las lineas de fuerza en angulos rectos.

A fin de usar estos resultados dentro del poder del calculo simbolico, voy a expresarlos en la
forma de las Ecuaciones Generales del Campo Electromagnético.

Estas ecuaciones expresan:

(A) La relacion entre el desplazamiento eléctrico, la conduccion verdadera y la corriente total,
formada por ambos.

(B) La relacion entre las lineas de fuerza magnetica y los coeficientes inductivos de un circuito,
como ya se dedujo de las leyes de induccion.

(C) La relacién entre la fuerza de una corriente y sus efectos magnéticos, de acuerdo con el
sistema electromagnético de medicion.

(D) El valor de la fuerza electromotriz en un cuerpo, como resultado del movimiento del cuerpo
en el campo, la alteracion del campo en si, y la variacién de la electricidad potencial de una parte
del campo a otra.

(E) La relacion entre el desplazamiento eléctrico y la fuerza electromotriz que lo produce.
(F) La relacion entre una corriente eléctrica y la fuerza electromotriz que la produce.

(G) La relacion entre la cantidad de electricidad libre en cualquier punto y los desplazamientos
eléctricos en el vecindario.

(H) La relacion entre el aumento o la disminucion de la electricidad libre y las corrientes
eléctricas en el vecindario. Hay veinte de estas ecuaciones en total, que implican veinte cantidades
variables.

(19) Luego expresaré en términos de estas cantidades la energia intrinseca del cmpo
electromagnético como dependiendo, en cada cada punto, en parte de su polarizacién eléctrica y en
parte de su polarizacién magnética.

““Conservation of Force,” Physical Society of Berlin, 1847; y Taylor’s Scientific Memoirs, 1853,p. 114.
" Reports of the British Association, 1848; Philosophical Magazine, Dic. 1851.
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De esto determinaré la fuerza mecanica actuante, primero, sobre un conductor movible
transportando una corriente eléctrica; 2°, sobre un polo magnético; y en tercer término, sobre un
cuerpo electrificado. EI altimo resultado, a saber, la fuerza mecéanica que actlia sobre un cuerpo
electrificado, dara lugar a un método independiente de medicion eléctrica basado sobre sus efectos
electrostaticos. La relacion entre las unidades empleadas en los dos métodos resulta que depende de
lo que he llamado “Elasticidad eléctrica™ del medio, y parece ser una velocidad, que ha sido
determinada experimentalmente por los Sres.Weber y Kohlrausch.

Luego mostraré como calcular la capacidad electrostatica de un condensador, y la capacidad
inductiva especifica de un dieléctrico.

A continuacion se examinara el caso de un condensador formado por capas paralelas de
sustancias con diferentes resistencias eléctricas y capacidades inductivas, y se demostrara que,
generalmente, se produce el fendmeno denominado absorcién eléctrica, es decir, cuando el
condensador se descarga repentinamente, al cabo de breve tiempo muestra signos de una carga
residual.

20) Las ecuaciones generales se aplican seguidamente al caso de una perturbacion magnética
propagada a través de un campo no conductor, y se demuestra que las unicas perturbaciones que
pueden propagarse son las que son transversales a la direccion de propagacion, y que la velocidad
de propagacion es la velocidad v, que se encuentra en experimentos como los de Weber, que
expresa el nimero de unidades de electricidad electrostaticas que estan contenidas en una unidad
electromagnética.

Esta velocidad es tan cercana a la de la luz, que parece que tenemos una fuerte razén para
concluir que la luz misma (incluido el calor radiante y otras radiaciones) es una perturbacion
electromagnética en forma de ondas propagadas a través del campo electromagnético segun las
leyes electromagnéticas. Si asi es, la concordancia entre la elasticidad del medio calculada a partir
de las répidas alternancias de las vibraciones luminosas y la que se encuentra en los lentos procesos
de experimentos eléctricos muestra cuan perfectas y regulares deben ser las propiedades elasticas
del medio cuando no estan cargadas con cualquier materia mas densa que el aire. Si el mismo
caracter de la elasticidad se retiene en cuerpos transparentes densos, parece que el cuadrado del
indice de refraccion es igual al producto de la capacidad dieléctrica especifica y la capacidad
magnética especifica. Los cuerpos conductores muestran que absorben rapidamente tales
radiaciones y, en consecuencia son, generalmente, opacos.

Esta velocidad es tan cercana a la de la luz, que parece que tenemos una fuerte razén para
concluir que la luz misma (incluido el calor radiante y otras radiaciones) es una perturbacion
electromagnética en forma de ondas propagadas a través del campo electromagnético segun las
leyes electromagnéticas. Si asi es, la concordancia entre la elasticidad del medio calculada a partir
de las rapidas alternancias de las vibraciones luminosas y la que se encuentra en los lentos procesos
de experimentos eléctricos muestra cuan perfectas y regulares deben ser las propiedades elasticas
del medio cuando no estan interactuando con cualquier materia mas densa que el aire. Si el mismo
carécter de la elasticidad se retiene en cuerpos transparentes densos, parece que el cuadrado del
indice de refraccion es igual al producto de la capacidad dieléctrica especifica y la capacidad
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magnética especifica. Se demuestra que los medios conductores absorben dichas radiaciones
rapidamente y, por lo tanto, son generalmente opacos.

La concepcidn de la propagacion de las perturbaciones magnéticas transversales excluyendo a
las longitudinales fue claramente establecida por el Profesor Faraday” en sus "Pensamientos sobre
las vibraciones de los rayos". La teoria electromagnética de la luz, como él la propuso, es la misma,
en sustancia, que comencé a desarrollar en este documento, excepto que en 1846 no habia datos
para calcular la velocidad de propagacion.

(21) Las ecuaciones generales se aplican luego al calculo de los coeficientes de induccién mutua
entre dos corrientes circulares y al coeficiente de autoinduccidn en una bobina. Se investiga la falta
de uniformidad de la corriente en las diferentes partes de la seccion de un cable donde se inicia la
corriente y creo que, por primera vez, se encuentra la consiguiente correccion del coeficiente de
autoinduccion.

Estos resultados se aplican al célculo de la autoinduccion de la bobina utilizada en los
experimentos del Comité de la Asociacion Britanica de Normas de Resistencia Eléctrica, y el valor
se compara con el deducido de los experimentos.

* Thoughts on Ray Vibrations, Philosophical Magazine, Mayo de 1846, o Experimental Researches, iii. p. 447.
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PARTE Il - SOBRE LA INDUCCION ELECTROMAGNETICA
Momentum electromagnético de una corriente

(22) Podemos comenzar considerando el estado del campo electromagnético en las vecindades
de una corriente eléctrica. Sabemos que en el campo se excitan las fuerzas magnéticas, su direccion
y magnitud dependen de las leyes conocidas sobre la forma del conductor que transporta la
corriente. Cuando aumenta la intensidad de la corriente, todos los efectos magnéticos aumentan en
la misma proporcion. Ahora, si el estado magnético del campo depende de los movimientos del
medio, se debe ejercer una cierta fuerza para aumentar o disminuir estos movimientos, y cuando los
movimientos se excitan, contintan, de modo que el efecto de la conexién entre la corriente y el
campo electromagnético que lo rodea, es dotar a la corriente de una especie de momentum, al igual
que la conexion entre el punto de conduccion de una maquina y un volante dota al punto de
conduccién con un momentum adicional, que se puede Ilamar momentum del volante reducido al
punto de conduccion. La fuerza desequilibrada que actla en el punto de conduccion aumenta este
momentum, y se mide por la proporcién de su aumento.

En el caso de las corrientes eléctricas, la resistencia al aumento o disminucion repentina de la
intensidad produce efectos exactamente iguales a los del momentum, pero la cantidad de este
momentum depende de la forma del conductor y la posicién relativa de sus diferentes partes.

Accion mutua de dos corrientes

(23) Si hay dos corrientes eléctricas en el campo, la fuerza magnética en cualquier punto es la
compuesta de las fuerzas debidas a cada corriente por separado, y ya que las dos corrientes estan en
conexion con cada punto del campo, estaran en conexidn entre si, de modo que cualquier aumento o
disminucion de una produciréd una fuerza que actua con la otra o contraria a la otra.

llustracion dinamica del momentum reducido

(24) Como ilustracion dinamica, supongamos que un cuerpo C estd tan conectado con dos
puntos de conduccion independientes A y B, que su velocidad es p veces la de Ay q veces la de B.
Sea u la velocidad de A, v la de B, y w la de C, y sean dx, dy, 6z, sus desplazamientos simultaneos,
luego, por la ecuacién general de la Dinamica”

“Lagrange, Mec. Anal. ii. 2. § 5.
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CZ—VtVéSz = X&X +Ydy

donde X e Y son las fuerzas que acttan en Ay en B.

dw du dv
Pero —=p—+q—
dt dt dt
y 8z = pdX + qdy

Sustituyendo y recordando que 6x y 8y son independientes

X = i(szu + Cpqv)
a (1)
Y = E(Cpqu + quv)

Podemos Ilamar a Cp®u + Cpgv el momentum de C referido a A y a Cpqu+ Cq?v el momentum
de C referido a B; entonces podemos decir que el efecto de la fuerza X es incrementar el momentum
de C referido a A y el de Y de incrementar su momentum referido a B. Si hay varios cuerpos
conectados a A y B de manera similar pero con diferentes valores de p y g, podemos tratar la
cuestion de la misma manera, suponiendo

L=Y(cp?)M =Y (Cpa) N =Y (cq?)

Donde las sumatorias estan extendidas a todos los cuerpos con sus valores propios de C, p y g.
Luego, el momentum del sistema referido a A es:

Lu + Mv
y el referido a B es
Mu + Nv

Por lo que tendremos

d
X = E(Lu + Mv)

; )
Y = E(Mu + Nv)

Donde X e Y son las fuerzas externas que acttan sobre Ay B.

(25) Para hacer la ilustracion mas completa, solo tenemos que suponer que el movimiento de A
es resistido por una fuerza proporcional a su velocidad, que podemos llamar Ru, y la de B por una
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fuerza similar, que podemos llamar Sv, R y S son coeficientes de resistencia. Entonces si & y n son
las fuerzasen Ay B

&= X+Ru= Ru+i(|_u+ Mv)
a 3)
n=Y+Sv=Sv+a(Mu+Nv)

: . : du :
Si la velocidad de A aumenta a la velocidad, Py entonces para evitar que B se mueva se le debe

aplicar una fuerza, n%(Mu)

Este efecto en B, debido a un aumento de la velocidad de A, corresponde a la fuerza
electromotriz en un circuito que surge de un aumento en la fuerza de un circuito vecino.

Esta ilustraciéon dinamica se debe considerar meramente como una ayuda al lector a comprender
lo que significa “Reduccién del momentum” en Mecanica. Los hechos de la induccién de corrientes
como dependientes de las variaciones de la cantidad llamada Momentum electromagnético, o
Estado electroténico, se basan en los experimentos de Faraday”, Felici’, etc.

Coeficientes de induccion para dos circuitos.

(26) En el campo electromagnético, los valores de L, M, N dependen de la distribucion de los
efectos magnéticos debido a los dos circuitos, y esta distribucion depende unicamente de la formay
posicion relativa de los circuitos. Por lo tanto, L, M, N son cantidades que dependen de la formay la
posicion relativa de los circuitos, y estdn sujetas a variaciones con el movimiento de los
conductores. Se vera en el presente que L, M, N son cantidades geométricas de la naturaleza de las
lineas, es decir, de una sola dimension en el espacio; L depende de la forma del primer conductor,
que llamaremos A, N por la forma del segundo, que llamaremos B, y M por la posicidn relativa de A

y B.

(27) Sea & la fuerza electromotriz que actua sobre A, x la fuerza de la corriente, y R la
resistencia, entonces Rx serd la fuerza de resistencia. En corrientes estacionarias, la fuerza
electromotriz equilibra sélo la fuerza resistente, pero en corrientes variables la fuerza resultante & =
Rx se emplea en aumentar el "momentum electromagnético”, usando la palabra momentum,
simplemente, para expresar 1o que se genera por una fuerza que actia durante un tiempo, es decir,
una velocidad que existe en un cuerpo.

“Experimental Researches, Series I., IX .
"Annales de Chimie, ser. 3. xxxiv. (1852) p. 64.
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En el caso de las corrientes eléctricas, la fuerza en accion no es una fuerza mecénica ordinaria,
al menos todavia no podemos medirla como fuerza comdn, pero la llamamos fuerza electromotriz, y
el cuerpo movido no es simplemente la electricidad en el conductor, sino algo fuera del conductor, y
capaz de ser afectado por otros conductores en sus vecindades llevando corrientes. En esto se parece
méas al impulso reducido de un punto de conduccién de una maquina influenciado por sus
conexiones mecanicas, que el de un simple cuerpo en movimiento como una bala de cafién o agua
moviéndose en un tubo.

Relaciones electromagnéticas entre dos circuitos conductores

(28.) En el caso de dos circuitos conductores, A y B, supondremos que el momentum
electromagnético correspondiente a A es

Lx + My
Y el correspondiente a B
Mx + Ny

donde L, M, N corresponden a las mismas cantidades en la ilustracion dindmica, excepto que se
supone que son capaces de variar cuando se mueven los conductores A o B.

Entonces, la ecuacion de la corriente en x en A sera
d
E= RX+E(LX+ My) 4
YladeyenB
d
n= Sy+a(Mx+ Ny) (5)
Donde & y m son las fuerzas electromotrices, x e y las corrientes y R y S las resistencias en Ay B,

respectivamente.

Induccidn de una corriente por otra

(29) Caso 1: Cuando no hay fuerza electromotriz en B, excepto la que surge de la accién de A, y
permite que la corriente de A aumente desde 0 hasta el valor X,

Sy+%(Mx+ Ny)=0 (6)
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De donde

t
Y=I ydt=—%x @)

0

Es decir, una cantidad de electricidad Y, que es la corriente inducida total, fluira a través de B
cuando x se eleva de 0 a x. Esto es la induccién por variacién de la corriente en el conductor
primario. Cuando M es positivo, la corriente inducida debido al aumento de la corriente primaria es
negativa.

Induccidn por el movimiento del conductor
(30) Caso 2: Cuando x permanece constante, y M cambia a M’:

M'-M
- X
S

Y =

de modo que si se aumenta M, que serd cuando los circuitos primario y secundario se acercan entre
si, habra una corriente inducida negativa; siendo Y la cantidad total de electricidad atravesada por
B. Esta es una induccién por el movimiento relativo de los conductores primario y secundario.

Ecuacidn del trabajo y la energia

Para encontrar la relacion entre el trabajo realizado y la energia producida, se multiplica la (1)
por X y la (2) por y y se suman

EX+1y = Rx2+Sy2+x%(Lx+ My)+ y%(Mx+ Ny) (8)

Aqui &x es el trabajo hecho por unidad de tiempo por la fuerza electromotriz & actuando sobre la
corriente x y manteniéndola, y ny es el trabajo hecho por la fuerza electromotriz n. Por lo tanto, el
lado izquierdo de la ecuacion representa el trabajo realizado por las fuerzas electromotrices por
unidad de tiempo.

Calor producido por la corriente
(32) Del otro lado de la ecuacién tenemos, primero

Rx?+Sy? = H 9)
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que representa el trabajo realizado para superar la resistencia de los circuitos en la unidad de
tiempo. Esto se convierte en calor. Los términos restantes representan trabajo no convertido en
calor. Pueden escribirse

1d 1dL dM 1 dN
Z—(Lx?+2Mxy + Ny? )+ =—x2 Xy + = 2
2m( TNy y)+2dt TR

Energia intrinseca de las corrientes

(33) Si L, M, N son constantes, todo el trabajo de las fuerzas electromotrices que no es gastado
contra la resistencia se empleara al desarrollo de las corrientes. Por lo tanto, toda la energia
intrinseca de las corrientes es

%sz + Mxy+% Ny’ =E (10)

Esta energia existe en una forma imperceptible para nuestros sentidos, probablemente como
movimiento real, el lugar de este movimiento no es simplemente los circuitos conductores, sino el
espacio que los rodea.

Accion mecénica entre conductores
(34) Los términos remanentes

1dL , dM _ 1dN ,
2at T Yo (1)

representan el trabajo realizado en la unidad de tiempo derivado de las variacionesde L, My N, o lo
que es lo mismo, las alteraciones en la forma y posicion de los circuitos conductores A y B.

Ahora bien, si se realiza el trabajo cuando se mueve un cuerpo, debe surgir de una fuerza
mecanica ordinaria que actla sobre el cuerpo mientras se mueve. Por lo tanto, esta parte de la
expresion muestra que hay una fuerza mecénica que impulsa cada parte de los conductores en
aquella direccion en la que los valores de L, M y N sean los mas incrementados.

La existencia de la fuerza electromagnética entre los conductores que transportan corrientes es,
por lo tanto, una consecuencia directa de la accion conjunta e independiente de cada corriente en el
campo electromagnético. Si A y B pueden acercarse a una distancia ds para aumentar M desde M a
M’ mientras que las corrientes son x e y, entonces el trabajo realizado es

(M*=M)xy
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y la fuerza en la direccion de ds sera

dﬂ Xy (12)
ds

y esto serd una atraccion si x e y son del mismo signo, y si M aumenta a medida que A y B se
aproximan.

Por lo tanto, parece que si admitimos que la parte no resistida de la fuerza electromotriz,
mientras actda, continta generando un estado auto-persistente de la corriente, que podemos llamar
(por analogia mecénica) su momentum electromagnético, y que este momentum depende de las
circunstancias externas al conductor, entonces tanto la induccién de las corrientes y las atracciones
electromagnéticas pueden ser probadas por razonamientos mecanicos.

Lo que he llamado momentum electromagnético es la misma cantidad que lo que fue llamado
por Faraday”, el estado electroténico del circuito; todo cambio que involucre la accién de una fuerza
electromotriz, como el cambio del momentum, involucra la accion de una fuerza mecanica.

Por lo tanto, si los fendmenos descritos por Faraday en la Novena Serie de sus Experimental
Researches, fueran los Unicos hechos conocidos sobre las corrientes eléctricas, las leyes de Ampére
relacionadas con la atraccion de conductores que trasportan corrientes, asi como las de Faraday
sobre la induccion mutua de corrientes, podrian deducirse mediante razonamientos mecanicos.

Para llevar estos resultados dentro del rango de verificacion experimental, tendré que investigar
el caso de una sola corriente, de dos corrientes, y de seis corrientes en el equilibrio eléctrico, para
permitir al experimentador determinar los valores de L, M, N.

Caso de un Unico circuito

(35) La ecuacion de a corriente x en un circuito cuya resistencia es R y cuyo coeficiente de
autoinduccion es L, actuando por una fuerza electromotriz externa &, es

d
— Rx=—Lx 13
& o (13)

Cuando & es constante, la solucién toma la forma de

R
x=b+(a=b)e -

donde a es el valor de la corriente al comienzo y b es su valor final.

“Experimental Researches, Series I, 60, etc.
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La cantidad total de electricidad que pasa en un tiempo t, donde t, tiene un valor grande, es

I dt = bt + (a- b)% (14)

0

El valor de la integral de x* con respecto al tiempo es

t
Ixzdt - b2t+(a—b)£(3b+a) (15)
0 R 2

La corriente real cambia gradualmente del valor inicial a al valor final b, pero los valores de las
integrales de x y x* son los mismos que si fluyera una corriente constante de intensidad */, (a + b)
durante un tiempo 2 L/R y luego fuera sucedida por la corriente estable b. El tiempo 2 L/R es,
generalmente, tan minusculo como una fraccion de segundo, que los efectos sobre el galvanometro
y el dinamdémetro pueden calcularse como si el impulso fuera instantaneo.

Si el circuito consta de una bateria y una bobina, cuando el circuito se completa por primera vez,
los efectos son los mismos que si la corriente tuviera solo la mitad de su potencia final durante el
tiempo 2L/R. Esta disminucion de la corriente, debido a la induccion, a veces se denomina
contracorriente.

(36) Si se lanza repentinamente una resistencia adicional r al circuito que al romper el contacto,
fuerza a la corriente a pasar a través de un cable delgado de resistencia r, entonces la corriente
original que eraa =& /R da lugar a la corriente finalb =&/ (R +r).

Entonces, la corriente de induccion es lgﬂ y continta durante un tiempo 2L/(R + r).
2 R(R+r)
Esta corriente es mayor que la que la bateria puede mantener para los dos cables R y r y puede ser
suficiente para provocar la ignicion del cable delgado r.

Cuando el contacto se rompe separando los cables en el aire, esta resistencia adicional viene
dada por el aire interpuesto, y dado que la fuerza electromotriz a través de la nueva resistencia es
muy grande, se forzara la produccion de una chispa.

Si la fuerza electromotriz es de la forma E sen pt, como en el caso de una bobina que gira en un
campo magnético, entonces

E .
X=—sINn{pt—a y
5 (pt-a)

donde p? = R*+ L%’ y tgo. = Lp/R
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Caso de dos circuitos

(37) Sea R el circuito primario y sea S el circuito secundario, entonces tenemos un caso similar
al de la bobina de induccion.

Las ecuaciones de las corrientes son aquellas marcadas con Ay B, y aqui podemos suponer que
L, M, N son constantes porque no hay movimiento de los conductores. Las ecuaciones se vuelven

RX + Ld—)t(+Md—y—

d dt (13%)
Sy+ M d_x+ N d—y=0
dt dt

Para encontrar la cantidad total de electricidad que pasa, solo tenemos que integrar estas
ecuaciones con respecto a t; entonces si Xo, Yo son las intensidades de la corriente en el tiempo 0, y
X1, Y1 en el tiempo t, y si X, Y son las cantidades de electricidad pasadas a través de cada circuito
durante el tiempo t,

X = %{gu L(x, = x,)+ M (¥, - v, )}
1 (14%)
Y = g{M(Xo. — %)+ N(y, = )}

Cuando se completa el circuito R, y t es grande, las corrientes totales hasta el tiempo t, se
encuentran al hacer
X0=0, Xx1=&R, yo=0, y:=0,

X =X, t—L , Y=—Mx1
R S

(15%)

Por lo tanto, el valor de la contracorriente total en R es independiente del circuito secundario y
la corriente de induccidn en el circuito secundario depende solo de M, el coeficiente de induccion
entre las bobinas, de S, la resistencia de la bobina secundaria, y de xi, la fuerza final de la corriente
enR.

Cuando la fuerza electromotriz & deja de actuar, hay una corriente extra en el circuito primario y
una corriente inducida positiva en el circuito secundario, cuyos valores son iguales y opuestos a los
producidos al hacer contacto.

(38) Todas las cuestiones relacionadas con la cantidad total de corrientes transitorias, medidas
por el impulso dado al iman del galvanémetro, pueden resolverse de esta manera sin la necesidad de
una solucion completa de las ecuaciones. El efecto de calentamiento de la corriente y el impulso
que le da a la bobina suspendida del dinamémetro de Weber dependen del cuadrado de la corriente
en cada instante durante el corto tiempo que dura. Por lo tanto, debemos obtener la solucion de las
ecuaciones, y de la solucion podemos encontrar los efectos tanto sobre el galvanometro como sobre
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el dinamémetro; y luego podemos hacer uso del método de Weber para estimar la intensidad y la
duracion de una corriente uniforme mientras dura, lo que produciria los mismos efectos.

(39) Sean ny, ny, las raices de la ecuacion
(LN=M)n?*+ (RN +LS)n +RS =0 (16)
y supongamos que la bobina primaria actta con una fuerza electromotriz constante Rc, de modo que

c sea la corriente constante que podria mantener; entonces, la solucion completa de las ecuaciones
para hacer contacto es

=£~ﬂﬂL{Q§+N]em—(§+N]ew+Snf_m} (17)

Sn—-n, |{n n, n.n,

_ M nn, (enlt _ enzt) (18)
S n-n,

A partir de las cuales podemos calcular el impulso sobre el dinamémetro

Ixzdt=cz t—EL—EM—2 (19)
2R 2RN+LS
1  M?R
dt=c’=-———— 20
Iy 2 S(RN +LS) (0)

Los efectos de la corriente en la bobina secundaria sobre el galvanometro y el dinamometro son
los mismos que los de una corriente uniforme

1, MR
2 RN +LS

. L N
en un tiempo 2l —+—
R S

(40) La ecuacion entre trabajo y la energia puede verificarse facilmente. El trabajo hecho por la
fuerza electromotriz es

F,I x?dt = c*(Rt-L)

El trabajo realizado para superar la resistencia y producir calor

RI x2dt + Sj‘ y’dt = cz(Rt —% L]
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1
=—c’L
2
(41) Si el circuito R se interrumpe repentina y completamente mientras transporta una corriente c,

entonces la ecuacion de la corriente en la bobina secundaria seria

S

M
=c—e "
y N

. . M
Esta corriente comienza con un valor ch desaparece gradualmente.

2
La cantidad total de electricidad es c%y el valor de I y’dtes =c? ZI\QN

Los efectos sobre el galvanometro y el dinamdmetro son iguales al que produce una corriente

: 1 M . 2N
uniforme —c— durante un tiempo —
2 N S

Por lo tanto, el efecto de calentamiento es mayor que el de la corriente al hacer contacto.

(42) Si una fuerza electromotriz descrita por & = Ecos pt actua sobre el circuito R, entonces, si
se remueve el circuito S, el valor de x sera:

x=%sen (pt-a)

A% = R2+L2p2
tanon=ﬂ
R

El efecto de la presencia del circuito S en las vecindades es alterar los valores de Ay a, a lo que
serian si R se volviera

MS
R+ 2_ VY
p 82+ p2N2
. MN
L se volviera L-p?———
y p SZ+ pZNZ

Por lo tanto, el efecto de la presencia del circuito S es aumentar la resistencia aparente y
disminuir la aparente autoinduccién del circuito R.
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Sobre la Determinacion de Coeficientes de Induccion por el Equilibrio Eléctrico

(43) La determinacion del balance eléctrico se hace mediante seis conductores gue unen cuatro
puntos, A, C, D, E, dos y dos. Un par, AC, de estos puntos esta conectado a través de la bateria B. El
par opuesto, DE, esta conectado a traves del galvanometro G. Entonces, si las resistencias de los
cuatro conductores restantes estan representadas por P, Q, R, S y las corrientes en ellas por x, Xx-z e
y + z, la corriente a través de G serd z. Sean A, C, D, E los potenciales en los cuatro puntos.
Entonces las condiciones de las corrientes constantes se pueden encontrar a partir de las ecuaciones

Px=A-D Q(x-z)=D-C
Ry=A-E S(y+z)=E-C (21)
Gz=D-E B(x+y)=A+C+F

Resolviendo estas ecuaciones, se encuentra para z

z{l+1+1+1+B(1+l)[l+1J+G(l+l][l+lj+ BG (P+Q+R+S)}=F(l—l) (22)
P Q R S P RJ)IQ S P QJLR S/ PQRS PS QR

En esta expresion F es la fuerza electromotriz de la bateria, z la corriente a través del
galvanémetro cuando se ha vuelto estacionario. P, Q, R, S las resistencias en las cuatro ramas. B la
de la bateria y los electrodos, y G la del galvanémetro.

1) T

(44) Si PS = QR, entonces z = 0, y no habra corriente constante, pero debido a la induccioén, a
través del galvandmetro, se puede producir una corriente al iniciar o interrumpir el circuito, y las
indicaciones del galvanémetro pueden usarse para determinar los coeficientes de induccién, siempre
que entendamos las acciones que tienen lugar.

Supondremos que PS = QR, de modo que la corriente z se anula cuando se deja transcurrir
suficiente tiempo y
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F(P+Q)R+S)
R+S)+B(P+Q)R+S)

x(P +Q)= y(R+ S)= (P +QX

Sean los coeficientes de induccion entre P, Q, R, S, los dados por la siguiente tabla;

PIQ|RI|S

En la que p es el coeficiente de induccion de P sobre si mismo, entre P y Q, es h, y asi
sucesivamente.

Sea g el coeficiente de induccion del galvandmetro sobre si mismo y supongamos que esta fuera
del alcance de la influencia inductiva de P, Q, R, S (como debe ser para evitar la accion directa de
P, Q, R, S sobre la aguja). Sean X, Y, Z las integrales de X, y, z con respecto a t. Al hacer contacto X,
y, Z son cero. Después de un tiempo, z desaparece y x e y alcanzan valores constantes. Las
ecuaciones para cada conductor seran entonces

rPX + (p +h)x+(k+|)y=IAdt IDdt
Q(X = Z)+ (h+q)x+(m+ n)y=IDdt jcm
JRY  + (k+m)x+(r+ o)y=IAdt—IEdt [ (24)

S(Y +2)+(1+n)x+(0+s)y = J-Edt— Cat

GZ =IDdt—IEdt

Resolviendo estas ecuaciones para Z se encuentra

z {1+1+1+1 v o b d)(ert) e o b5+ 1) +BG<p+Q+R+s)}
P Q R S P RJLIQ S P Q)\R S PQRS

el {p q_r.s [1 1] (1 1) [1 1) [1 1]} [1 1) [1 1)>(25)
=—F ——-—-—+—+h=——-=|+K == |[+l| =+ = |-m| =+ = |p+n| === |+0| =——=
PS|IP Q R S P Q P Q R Q P S Q S S R

(45) Sea a. la deflexion del galvandémetro por una corriente instantanea cuya intensidad es Z.
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“Sea 0 la deflexion permanente producida por llevar la relacion entre PRy QR de 1 a p.

También sea T el tiempo de vibracién de la aguja del galvanometro entre dos detenciones
consecutivas.

Entonces llamando a la cantidad

encontramos

a2 o 27)
z tan@ w© 1-p

Al determinar t por experimento, es mejor hacer la alteracion de la resistencia en uno de los
brazos mediante el arreglo descrito por el Sr. Jenkin en el Informe de la Asociacion Britanica de
1863, mediante el cual se puede medir con precision cualquier valor de p de 1 a 1,01.

Observamos (o) la mayor desviacion debido al impulso de induccién cuando el galvanémetro
esta en circuito, cuando se realizan las conexiones, y cuando las resistencias estan ajustadas para no
dar una corriente permanente.

Luego observamos (B) la mayor desviacion producida por la corriente permanente cuando la
resistencia de uno de los brazos aumenta en la proporcion de 1 a p, el galvanémetro no esta en
circuito hasta poco después de que la conexidn se realiza con la bateria.

Para eliminar los efectos de la resistencia del aire, lo mejor es variar p hasta casi p = 2aq;
entonces

1
1 ZSII’IEOL
=T _(1—C)—l (28)
T tanEB

Si todas las ramas del equilibrio excepto P estan formadas por bobinas de resistencia de alambre
muy fino de poca longitud y duplicados antes de ser enrollados, los coeficientes de induccién que
corresponden a estas bobinas seran insensibles, y t se reducird a p/P. Por lo tanto, el equilibrio

“ [En estas circunstancias, los valores de x e y encontrados en la (44) requieren una modificacién antes de ser
insertados en la ecuacion (24). Esto ha sido puntualizado por Lord Rayleigh, quien emple6 el método descrito en el
texto en su segunda determinacién de la unidad britanica de resistencia en medida absoluta. Ver Philosophical
Transactions, 1882, Parte Il, pp. 677, 678]
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eléctrico proporciona los medios para medir la autoinduccion de cualquier circuito cuya resistencia
se conozca.

(46) También se puede usar para determinar el coeficiente de induccion entre dos circuitos,
como por ejemplo, que entre P y S que hemos llamado m; pero seria mas conveniente medir esto
midiendo directamente la corriente, como en (37), sin usar el de equilibrio. También podemos
determinar la igualdad de p/P y g/Q al no haber una corriente de induccion, y asi, cuando
conocemos el valor de p, podemos determinar el de g por un método mas perfecto que la
comparacion de deflexiones.

Exploracion del campo electromagnético.

(47) Supongamos ahora que el circuito primario A es de forma invariable, y exploremos el
campo electromagnético por medio del circuito secundario B, que supondremos que es variable en
forma y posicion.

Podemos comenzar por suponer que B consiste en un conductor recto corto, con sus
extremidades deslizandose sobre dos carriles conductores paralelos, que se ponen en conexién a
cierta distancia de la pieza deslizante.

Entonces, si se desliza el conductor movible en una direccion dada, aumenta el valor de M, y una
fuerza electromotriz negativa actuaré en el circuito B, tendiendo a producir una corriente negativa
en B durante el movimiento de la pieza deslizante.

Si se mantiene una corriente en el circuito B, entonces la pieza deslizante tendera a moverse en
esa direccion, lo que hace que M aumente. En cada punto del campo siempre habra una cierta
direccion en la cual que un conductor movido en esa direccion no experimente ninguna fuerza
electromotriz en cualquier direccion en que se giren sus extremidades. Un conductor que transporta
corriente no experimentard ninguna fuerza mecénica que lo impulse en esa direccion o hacia la
contraria.

Esta direccion se llama la direccidon de la linea de fuerza magnética a través de ese punto.

El movimiento de un conductor a través de dicha linea produce fuerza electromotriz en una
direccién perpendicular a la linea y a la direccidén del movimiento, y un conductor que transporta
una corriente es impulsado en una direccion perpendicular a la linea y a la direccién de la corriente.

(48) Podemos suponer que B consiste en un circuito plano muy pequefio capaz de ser colocado en
cualquier posicion y que se puede hacer girar su plano en cualquier direccion. El valor de M sera el
mayor cuando el plano del circuito sea perpendicular a la linea de fuerza magnética. Por lo tanto, si
se mantiene una corriente en B, tendera a establecerse en esta posicion y, por si misma, indicard,
como un iman, la direccion de la fuerza magnética.
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Sobre las lineas de fuerza magnéticas

(49) Suponga cualquier superficie que dibuje, cortando las lineas de fuerza magnética, y que en esta
superficie se permita que cualquier sistema de lineas se dibuje a intervalos pequefios, de modo que
se ubiquen una al lado de la otra sin cortarse entre si. Luego, dibuje cualquier linea en la superficie
cortando todas estas lineas y permita que una segunda linea se dibuje cerca de ella, su distancia
desde la primera sea tal que el valor de M para cada uno de los pequefios espacios encerrados entre
estas dos lineas y las lineas del primer sistema sea igual a la unidad.

De la misma manera, se dibujaran mas lineas para formar un segundo sistema, de modo que el
valor de M para cada reticulo formado por la interseccion de los dos sistemas de lineas sea la
unidad.

Finalmente, desde cada punto de interseccion de estos reticulos, trace una linea a traves del
campo, siempre coincidiendo en su direccion con la direccion de la fuerza magnética.

(50) De esta manera, todo el campo se llenara con lineas de fuerza magnética en forma de intervalos
regulares, y las propiedades del campo electromagnético se expresaran completamente por ellos.

1° Si se dibuja cualquier curva cerrada en el campo, el valor de M para esa curva se expresara por el
numero de lineas de fuerza que atraviesan esa curva cerrada.

2°. Si esta curva es un circuito conductor y se mueve a traves del campo, una fuerza electromotriz
actuara en él, representada por la tasa de disminucion del nimero de lineas que pasan a través de la
curva.

3°. Si se mantiene una corriente en el circuito, el conductor actuara sobre las fuerzas que tienden a
moverlo para aumentar el nimero de lineas que pasan a través de él, y la cantidad de trabajo
realizado por estas fuerzas sera igual a la corriente en el circuito multiplicada por el nimero de
lineas adicionales.

4to. Si en el campo se coloca un pequefio circuito plano que puede girar libremente, colocara su
plano perpendicular a las lineas de fuerza. Un pequefio imdn se movera espontdneamente hasta
colocarse con su eje en la direccién de las lineas de fuerza.

5to. Si en el campo se coloca una barra larga y uniformemente magnetizada, cada polo seré activado
por una fuerza en la direccién de las lineas de fuerza. EI nimero de lineas de fuerza que pasan por
la unidad de area es igual a la fuerza que actla sobre un polo unitario multiplicada por un
coeficiente que depende de la naturaleza magnética del medio, y se denomina coeficiente de
inducciéon magnética.

En fluidos y solidos isétropos, el valor de este coeficiente u es el mismo en cualquier direccion en
que las lineas de fuerza pasen a través de la sustancia, pero en sélidos cristalizados, tensionados y
organizados, el valor de p puede depender de la direccion de las lineas de fuerza con respecto a los
ejes de cristalizacion, tension o crecimiento.
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En todos los cuerpos, u se ve afectado por la temperatura, y en el hierro parece disminuir a medida
que la intensidad de la magnetizacion aumenta.

Sobre superficies magnéticas equipotenciales

(51) Si exploramos el campo con una barra uniformemente magnetizada, siempre que uno de sus
polos se encuentre en una parte muy débil del campo magnético, entonces las fuerzas efectuaran
trabajo sobre el otro polo mientras la barra se mueve por el campo.

Si comenzamos desde un punto dado y trasladamos este polo desde €l a cualquier otro punto, el
trabajo realizado sera independiente de la trayectoria del polo entre los dos puntos; siempre que no
pase corriente eléctrica entre las diferentes trayectorias que recorre el polo.

Por lo tanto, cuando en el campo no hay corrientes eléctricas sino solo imanes, podemos dibujar
una serie de superficies de manera que el trabajo hecho al pasar de una a otra sea constante sea cual
sea el camino que se siga entre ellas. Tales superficies se llaman Superficies equipotenciales, y en
casos ordinarios son perpendiculares a las Lineas de fuerza magnética.

Si estas superficies estdn dibujadas de manera tal que, cuando un polo unidad pasa
ordenadamente de una a otra, se realiza una unidad de trabajo, entonces el trabajo realizado en
cualquier movimiento de un polo magnético sera medido por la fuerza del polo multiplicado por el
namero de superficies que ha atravesado en la direccion positiva.

(52) Si hay circuitos que llevan corrientes eléctricas en el campo, entonces todavia habra
superficies equipotenciales en las partes del campo externas a los conductores que transportan las
corrientes, pero el trabajo realizado en un polo unidad al pasar de uno a otro dependera de la
cantidad de veces que el camino del polo circula alrededor de cualquiera de estas corrientes. Por lo
tanto, el potencial en cada superficie tendra una serie de valores en la progresion aritmética, que se
diferencian por el trabajo realizado al pasar completamente alrededor de una de las corrientes en el
campo.

Las superficies equipotenciales no seran superficies cerradas continuas, sino que algunas de ellas
tendrén extensiones limitadas, terminando en el circuito eléctrico como su borde o limite comdn. El
numero de estos sera igual a la cantidad de trabajo realizado en un polo unidad al recorrer la
corriente, y esto mediante la medicidn ordinaria = 4y, donde v es el valor de la corriente.

Por lo tanto, estas superficies estdn conectadas con la corriente eléctrica como las burbujas de
jabon estan conectadas con un anillo en los experimentos del Sr.Plateau. Cada corriente vy tiene 4my
superficies unidas a ella. Estas superficies tienen a la corriente como su borde comin y se
encuentran con ella en &ngulos iguales. La forma de las superficies en otras partes depende de la
presencia de otras corrientes e imanes, asi como de la forma del circuito al que pertenecen.
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PARTE IIl. ECUACIONES GENERALES DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO

(53) Supongamos que tres direcciones rectangulares en el espacio sean los ejes X, Y, z, y dejemos
que todas las cantidades que tengan cierta direccion sean expresadas por sus componentes en estas
tres direcciones.

Corrientes eléctricas (p, g, r)

(54) Una corriente eléctrica consiste en la transmision de electricidad de una parte de un cuerpo
a otro. Sea p la cantidad de electricidad transmitida en una unidad de tiempo a través de la unidad
de area perpendicular al eje de x, entonces p es el componente de la corriente en ese lugar en la
direccion de x.

Usaremos las letras p, g, r para denotar las componentes de la corriente por unidad de area en las
direcciones de x, y, z.

Desplazamientos eléctricos (f, g, h)

(55) EIl desplazamiento eléctrico consiste en la electrificacion opuesta de los lados de una
molécula o particula de un cuerpo que puede 0 no estar acompafiada de transmision a través del
cuerpo. Suponga que la cantidad de electricidad que apareceria en las caras dy, dz de un elemento
dx, dy, dz cortado del cuerpo sea f- dy-dz, entonces f es el componente del desplazamiento eléctrico
paralelo a x. Usaremos f, g, h para denotar los desplazamientos eléctricos paralelos a X, y, z
respectivamente.

Las variaciones del desplazamiento eléctrico deben agregarse a las corrientes p, g, r para obtener
el movimiento total de la electricidad, que podemos llamar p', q'. r', para que

3

p=p+ i
d
q'=q+d—?> (A)
., dn
r=sr+—
dt |

Fuerza electromotriz (P, Q, R)

(56) Supongamos que P, Q, R representan a los componentes de la fuerza electromotriz en
cualquier punto. Entonces P representa la diferencia de potencial por unidad de longitud en un
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conductor colocado en la direccion x en el punto dado. Podemos suponer un alambre
indefinidamente corto colocado paralelo a x en un punto dado y tocado, por la accion de la fuerza
por dos pequefios conductores, que luego son aislados y removidos de la influencia de la fuerza
electromotriz. El valor de P podria determinarse midiendo la carga de los conductores.

Por lo tanto, si | es la longitud del cable, la diferencia de potencial entre sus extremos serd Pl, y
si C es la capacidad de cada uno de los conductores pequefios, la carga en cada uno sera '/,CPlI.
Dado que las capacidades de los conductores moderadamente grandes, medidas en el sistema
electromagnético, son excesivamente pequefias, las fuerzas electromotrices ordinarias que surgen de
las acciones electromagnéticas dificilmente podrian medirse de esta manera. En la practica, tales
mediciones se realizan siempre con conductores largos que forman circuitos cerrados o0 casi
cerrados.

Momentum electromagnético (F, G, H)

(57) Sea que F, G, H representen los componentes del momentum electromagnético en cualquier
punto del campo, debido a cualquier sistema de imanes o corrientes. Entonces F es el impulso total
de la fuerza electromotriz en la direccién de x que serad generado al eliminar del campo esos imanes
0 corrientes, es decir, si P fuera la fuerza electromotriz en cualquier instante durante la remocion del

sistema.
F =I Pdt

De ahi que la parte de la fuerza electromotriz que depende del movimiento de los imanes o las
corrientes en el campo, o de la alteracion de su intensidad, es

dF dG dH
P=__’ =——, R:——, 29
dt Q dt dt @9

Momentum electromagnético de un circuito

(58) Sea s la longitud del circuito, si integramos

I F&X W %) (30)
ds ds ds

alrededor del circuito, obtendremos el momentum electromagnético total del circuito, o el nimero
de lineas de fuerza magnética que pasan a través de él, cuyas variaciones miden la fuerza
electromotriz total en el circuito. Este momentum electromagnético es o mismo que el Profesor
Faraday le ha aplicado el nombre del Estado Electroténico.
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Si el circuito es el limite del area elemental dydz, entonces el momentum electromagnético es

d_H_d_G dydz’
dy dz

y este es el niUmero de lineas de fuerza magnética que pasan a través del area dydz.

Fuerza magnética (a, B, 7)

(59) Supongamos que a., B, y representan la fuerza que actGa sobre un polo magnético unitario
colocado en el punto dado resuelto en las direcciones de x, y y z.

Coeficiente de induccion magnética (u)

(60) Sea p la relacién entre la induccion magnética en un medio dado y la del aire bajo una
fuerza de magnetizacion igual, entonces el nimero de lineas de fuerza en la unidad de &rea
perpendicular a x sera po (u es una cantidad que depende de la naturaleza del medio, su
temperatura, la cantidad de magnetizacion ya producida, y que varia con la direccion en cuerpos
cristalinos).

(61) Expresando el momentum eléctrico de pequefios circuitos perpendiculares a los tres ejes
mediante esta notacion, obtenemos el siguiente

Ecuaciones de fuerza magnética

dH dG )
po=——-——,
dy dz
dF dH
=— —-— B
hp dz dx ®)
_4dG _dr
H="ax dy ']

Ecuaciones de las corrientes

(62) Por experiencia se sabe que el movimiento de un polo magnético en el campo
electromagnético en un circuito cerrado no puede generar trabajo a menos que el circuito que
describe el polo pase alrededor de una corriente eléctrica. Por lo tanto, excepto en el espacio
ocupado por las corrientes eléctricas,

adx +dy +ydz = de (31)
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es una diferencial completa de o, el potencial magnético.

La cantidad ¢ puede ser susceptible de un nimero indefinido de valores distintos, de acuerdo
con el numero de veces que el punto de exploracion pasa alrededor de las corrientes eléctricas en su
curso. La diferencia entre valores sucesivos de ¢ correspondiente a un pasaje completamente
circular de una corriente de fuerza c, es 4nc.

Por lo tanto, si no hay corriente eléctrica

dy_dB_,
dy dz

Pero si hay una corriente p’

dr_dp = 4np'
dy dz
. do dy
Anal te, ———=4nq
nalogamente & dx nq
d—B - d_(x =4nr
dx dy

V-

(©)

A estas ecuaciones, las podemos llamar ecuaciones de las corrientes.

Fuerza electromotriz en un circuito

(63) Sea & la fuerza electromotriz que actua en el circuito A, luego

dx dy dz
=l|P—+Q—=+R—|ds 32
: I[ derstJr ds) )

donde ds es el elemento de longitud, y la integracion se realiza a lo largo de todo el circuito.

Suponga que las fuerzas en el campo sean las debidas a los circuitos A y B, entonces el
momentum electromagnético de A es

|:d_x+Gd_y+H% ds=Lu+ Mv (33)
ds ds ds

donde u y v son las corrientes que circulan por Ay B, y

§=—%(Lu+ Mv) (34)
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Si no hubiera movimiento en el circuito A

_dF _ad¥

ddt éix

G ¥
—_Jv YT 35
Q it " dy : (35)

__dH d¥

dt dz

Donde W es una funcion de x, y, z y t, que es indeterminada en cuanto a la solucion de las
ecuaciones anteriores, porque los términos que dependen de ella desaparecerdn al integrarse
alrededor del circuito. Sin embargo, la cantidad ¥ siempre puede determinarse en un caso particular
cuando conocemos las condiciones reales del caso. La interpretacion fisica de W es que representa
el potencial eléctrico en cada punto del espacio.

Fuerza electromotriz en un conductor en movimiento

(64) Supongamos que un conductor recto, corto, de longitud a, paralelo al eje de x se mueve con
una velocidad cuyas componentes son dx/dt, dy/dt, dz/dt permitiendo que sus extremidades se
deslicen a lo largo de dos conductores paralelos con una velocidad ds/dt. Busquemos la alteracion
del momentum electromagnético del circuito del cual esta disposicién forma parte.

En una unidad de tiempo, el conductor en movimiento ha recorrido las distancias dx/dt, dy/dt,
dz/dt, a lo largo de las direcciones de los tres ejes, y al mismo tiempo las longitudes de los
conductores paralelos incluidos en el circuito han aumentado cada una en ds/dt.

Por ello, la cantidad

j- Fd—X+GOIy Hd— ds
ds ds ds

aumentara debido a los siguientes incrementos

a(dF dx , dF dy  dF dz

debido al movimiento del conductor.
dx dt dy dt dz dt

ds(dF dx  dGdy dH dz
+— T

debido al alargamiento del circuito.
dt\ dx dt = dx dt dx dt

Por lo tanto, el incremento total sera

o/ dF _dGady (dH _dF\dz.
dy dx )dt dx dz )dt’
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O, en funcién de las ecuaciones de la Fuerza Magnética (8)

dy
( YE—HB )

Si P es la fuerza electromotriz en el conductor moévil paralelo a x, referido a la unidad de longitud,
entonces la fuerza electromotriz real es Po y dado que esta es medida por la disminucién del
momentum electromagnéticos del circuito, la fuerza electromotriz debida al movimiento sera

dy dz
) _uBR== 36
" qut (36)

P=wr

(65) Las ecuaciones completas de la fuerza electromotriz sobre un conductor en movimiento,
pueden ahora escribirse de la siguiente manera: —

Ecuaciones de la Fuerza Electromotriz

O _gdz) dF _d¥]
"M P a) T d T ax
dz dx\ dG d¥
_uf g8z dx)_dG _d¥ D
Q ”( dt Ydtj dt dy | ©)
_pfpx g dy)_dH _d¥
dt dat) dt dz |

El primer término en el lado derecho de cada ecuacion representa la fuerza electromotriz que
surge del movimiento del conductor mismo. Esta fuerza electromotriz es perpendicular a la
direcciéon del movimiento y a las lineas de fuerza magnética; y si se dibujara un paralelogramo
cuyos lados representen en direccion y magnitud la velocidad del conductor y la induccion
magnética en ese punto del campo, entonces el area del paralelogramo representara la fuerza
electromotriz debida al movimiento del conductor, y la direccion de la fuerza seré perpendicular al
plano del paralelogramo.

El segundo término en cada ecuacion indica el efecto de los cambios en la posicion o en las
fuerza de los imanes o las corrientes en el campo.

El tercer término muestra el efecto del potencial eléctrico W. No tiene ningun efecto en provocar
una corriente circulante en un circuito cerrado. Indica la existencia de una fuerza que impulsa la
electricidad hacia o desde ciertos puntos definidos en el campo.
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Elasticidad eléctrica

(66) Cuando una fuerza electromotriz acttia sobre un dieléctrico, pone cada parte del dieléctrico
en una condicion polarizada, en la que sus lados opuestos estan electrizados opuestamente. La
cantidad de esta electrificacion depende de la fuerza electromotriz y de la naturaleza de la sustancia,
y, en solidos que tienen una estructura definida segin sus ejes, en la direccién de la fuerza
electromotriz con respecto a estos ejes. En sustancias isotropas, si k es la relacion entre la fuerza
electromotriz y el desplazamiento eléctrico, podemos escribir las

Ecuaciones de elasticidad eléctrica.

P = kf
Q=kg (E)
R =kh

Resistencia eléctrica

67) Cuando una fuerza electromotriz actGa sobre un conductor, produce una corriente de
electricidad a través de él. Este efecto es adicional al desplazamiento eléctrico ya considerado. En
solidos de estructura compleja, la relacion entre la fuerza electromotriz y la corriente depende de su
direccion a través del solido. En las sustancias isétropas, que solo consideraremos aqui, si p es la
resistencia especifica referida a la unidad de volumen, podemaos escribir las

Ecuaciones de la resistencia eléctrica

P=-—pp
Q=-pq (F)
R=-pr

Cantidad eléctrica

(68) Supongamos que e representa la cantidad de electricidad positiva libre contenida en la
unidad de volumen en cualquier parte del campo; luego, dado que esto surge de la electrificacion de
las diferentes partes del campo que no se neutralizan entre si, podemos escribir la
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Ecuacion de la electricidad libre

e+d—f+d—g+ﬂ=0 (G)
dx dy dz

(69) Si el medio es conductor de la electricidad, entonces tendremos otra condicion, que podria
Ilamarse, como en hidrodinamica, la

Ecuacion de continuidad

de+d_p+d_q d_r—o

- +—= (H)
dt dx dy dz

(70) En estas ecuaciones del campo electromagnético hemos supuesto veinte cantidades
variables, a saber,

Para el momentum electromagnético F GH

Para la intensidad magnética a B vy

Para la fuerza electromotriz PQ R

Para la corriente debida a una conduccion verdadera pqgqr

Para el desplazamiento eléctrico f g h

Para la corriente total (incluida la variacion del desplazamiento) p'q’ r

Para la cantidad de electricidad libre e

Para el potencial eléctrico v

Entre esas veinte cantidades hemos encontrado veinte ecuaciones, a saber:

Tres ecuaciones para la fuerza magnética (B)
Tres ecuaciones para las corrientes eléctricas ©)
Tres ecuaciones para la fuerza electromotriz (D)
Tres ecuaciones para la elasticidad eléctrica (E)
Tres ecuaciones para la resistencia eléctrica (F)
Tres ecuaciones para el movimiento total de la electricidad (A)
Una ecuacion para la electricidad libre (G)
Una ecuacion de continuidad (H)

Estas ecuaciones son suficientes para determinar todas las relaciones entre las cantidades que se
dan entre ellas, siempre que conozcamos las condiciones del problema. No obstante, en muchos
casos, solo se requieren algunas de las ecuaciones.
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Energia intrinseca del campo electromagnético

(71) Hemos visto (33) que la energia intrinseca de cualquier sistema de corrientes se encuentra al
multiplicar la mitad de la corriente en cada circuito por su momentum electromagnético. Esto es
equivalente a encontrar la integral

1 P
E =§Z(Fp +Gq'+Hr') dV (37)

sobre todo el espacio ocupado por las corrientes, donde p’, g’, r’ son los componentes de las
corrientes, y F, G, H los componentes del momentum electromagnético.

Sustituyendo los valores de p ', g’, r' de las ecuaciones de las Corrientes (C), esto se convierte

X ) o{fe-g)eo( 2 o
8 dy dz dz dx dx dy

Integrando por partes y recordando que a., B, v, se anulan a una distancia infinita, esta expresion se

convierte en
1 dH dG dF dH dG dF
il - = - = = _= WV
an{“[dy dzj+ﬁ(dz dx]”[dx dy]}d

Donde la integracion esta extendida a todo el espacio. Referida a la ecuacion de la Fuerza
Magnética (B), esta ecuacion se vuelve

1
E=g2{axua+ﬁxua+yxw}dv (38)

Donde a, B, vy, son las componentes de la intensidad magnética, o la fuerza por unidad de polo
magnético, y po, up, py, son las componentes de la cantidad de induccion magnética, o el nimero
de lineas de fuerza en la unidad de area.

En medios isotropos, el valor de p es el mismo en todas las direcciones y podemos expresar el
resultado de manera mas simple diciendo que la energia intrinseca de cualquier parte del campo
magnético que surge de su magnetizacion es

“’IZ
T

por unidad de volumen, donde 1 es la intensidad magnética.
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(72) La energia puede almacenarse en el campo de una manera diferente, por ejemplo, mediante la
accion de la fuerza electromotriz en la produccion de desplazamiento eléctrico. El trabajo realizado
por una fuerza electromotriz variable, P, al producir un desplazamiento variable, f, se obtiene

integrando
J- Pdf

entre P =0y el valor dado de P.

Como P = kv, ecuacién (E), esta cantidad se vuelve
kadf =1kf 2 =1 Pf
2 2

Por lo tanto, la energia intrinseca de cualquier parte del campo, tal como existe en forma de
desplazamiento eléctrico, es

%Z(Pf +Qg + Rh)dV

y la energia total existente en el campo sera
1 1
E —Z{g(aua+ﬁuﬁ+ywy)+5(Pf +Qg+ Rh)}dV )

El primer término de esta expresion depende de la magnetizaciéon del campo, y es explicado, en
nuestra teoria, por el movimiento real de algun tipo. El segundo término depende de la polarizacion
eléctrica del campo, y se explica, en nuestra teoria, por la tensién de algin tipo en un medio
elastico.

(73) En una ocasién anterior intenté describir un tipo particular de movimiento y un tipo
particular de tension, dispuestos de tal manera como para dar cuenta de los fendmenos. En el
presente articulo evito cualquier hipétesis de este tipo; y al usar palabras como momentum eléctrico
y elasticidad eléctrica en referencia a los fendmenos conocidos de la induccion de corrientes y la
polarizacion de los dieléctricos, simplemente deseo dirigir la mente del lector a fendmenos
mecanicos que lo ayudaran a comprender a los eléctricos. Todas estas frases en el presente
documento deben considerarse como ilustrativas, no como explicativas.

(74) Al hablar de la Energia del campo, sin embargo, deseo ser entendido literalmente. Toda la
energia es la mismo que la energia mecanica, ya sea que exista en forma de movimiento o de
elasticidad, o en cualquier otra forma. La energia en los fendmenos electromagnéticos es energia
mecanica. La Unica pregunta es, ;donde reside? En las viejas teorias, se suponia que residia en los

" “On the Physical Lines of Force”, Philosophical Magazine, 1861-62.
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cuerpos electrificados, circuitos conductores e imanes, en la forma de una cualidad desconocida que
se ha llamado energia potencial o el poder de producir ciertos efectos a distancia. En nuestra teoria,
la energia reside en el campo electromagnético, en el espacio que lo rodea a los cuerpos electrizados
y magnéticos, asi como en los cuerpos mismos, y se presenta en dos formas diferentes, que pueden
describirse, sin hipotesis, como polarizacién magnética y polarizacién eléctrica, o, de acuerdo con
una hipotesis muy probable, como el movimiento y la tension de uno y el mismo medio.

(75) Las conclusiones a las que llegamos en el presente trabajo son independientes de esta hipotesis
y son solamente, deducidas de hechos experimentales de tres tipos:

1. La induccion de corrientes eléctricas por el aumento o la disminucion de corrientes vecinas segun
los cambios en las lineas de fuerza que pasan por el circuito.

2. La distribucion de la intensidad magnética de acuerdo con las variaciones de un potencial
magnético.

3. La induccion (o influencia) de electricidad estatica a través de dieléctricos.

Ahora podemos proceder a demostrar a partir de estos principios la existencia y las leyes de las
fuerzas mecanicas que acttan sobre las corrientes eléctricas, los imanes y los cuerpos electrificados
colocados en el campo electromagnético.
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PARTE IV. ACCIONES MECANICAS EN EL CAMPO
Fuerza mecéanica sobre un conductor movil

(76) Hemos demostrado (88 34 y 35) que el trabajo realizado por las fuerzas electromagnéticas
para ayudar al movimiento de un conductor es igual al producto de la corriente en el conductor
multiplicado por el incremento del momentum electromagnético debido al movimiento.

Sea un conductor recto de longitud corta a que se mueva paralelo a si mismo en la direccion de
X, con sus extremos en dos conductores paralelos. Entonces el incremento del momentum
electromagnético debido al movimiento de a sera

dF dx dGdy dH dz
a ——+——+—— | OX.
dx ds dx ds dx ds

El incremento debido al alargamiento del circuito al aumentar la longitud de los conductores
paralelos sera

dF dx dF dy dF dz
-af ——+ ——+—— | &x.
dx ds dy ds dz ds

El incremento total es

dy(dG dF) dz (dF dH]
adxs—=—| ——-—|-—| ——-—|}.
ds{dx dy) ds\dz dx
Que, de acuerdo con las ecuaciones de la Fuerza magnética (B)

dy dz
adxXs —uy —— .
{ds WY~ uﬁ}

Sea X la fuerza que actta a lo largo de la direccién de x por unidad de longitud del conductor;
entonces, el trabajo realizado es Xaox.

Sea C la corriente en el conductor y sean p’, g’, r’ sus componentes, entonces

dy dz
Xad = Cadoxx| —puy— — ,
( L MB)
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X = pyq —ppr
Anélogamente Y = par'—uyp J)
Z = ppp'—paq

Estas son las ecuaciones que determinan la fuerza mecanica que actla sobre un conductor que
transporta una corriente. La direccidn de la fuerza es perpendicular a la corriente y a las lineas de
fuerza, y se mide por el area del paralelogramo formado por lineas paralelas a la corriente y las
lineas de fuerza, y es proporcional a sus intensidades.

Fuerza mecénica de un iman

(77) En cualquier parte del campo no atravesada por las corrientes eléctricas, la distribucion de
la intensidad magnética puede representarse por los coeficientes diferenciales de una funcién que
puede denominarse potencial magnético. Cuando no hay corrientes en el campo, esta cantidad tiene
un valor Unico para cada punto. Cuando hay corrientes, el potencial tiene una serie de valores en
cada punto, pero sus coeficientes diferenciales tienen solo un valor, es decir,

d d d
_(p=(x’ _(P=B! _(p=’Y’
dx dy dz

Sustituyendo esos valores de a., B, v, en la expresion para la energia intrinseca del campo, (ecuacion
38), e integrando por partes se obtiene:

_Z (pi dpoe  duB . dpy |y,
8r\ dx dy dz

La expresion

Z d"m+d”B+dw dV=Zde
dx dy dz

indica el numero de lineas de fuerza magnética que tienen su origen dentro del espacio V. Ahora
solo conocemos un polo magnéetico como el origen o la terminacion de las lineas de fuerza
magnética, y un polo unitario es aquel que tiene 4x lineas pertenecientes a ella, ya que produce una
unidad de intensidad magnética a la unidad de distancia sobre una esfera cuya superficie es 4.

Por lo tanto, si m es la cantidad de carga magnética positiva libre en la unidad de volumen, la
expresion anterior puede escribirse 4mm, y la expresion de la energia del campo se convierte en

1
E= —Z(E(pm] av. (40)
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Si hay dos polos magnéticos m; y m, produciendo potenciales ¢1 y @, en el campo, entonces, si m;
se mueve una distancia dx y es enviada en esa direccion por una fuerza X, el trabajo realizado sera
Xdx y la disminucién de la energia en el campo sera

d(%(cplﬂpz)(mﬁmz)]'

y esto debe ser igual, de acuerdo con el Principio de Conservacion de la Energia.

Como la distribucion ¢, esta determinada por m; y @, por m,, las cantidades ¢im; y ¢.m;
permaneceran constantes

Tal como Green ha probado (Essay, p. 10) se puede demostrar que
¢2my = @My
De modo que
Xdx = d(mz01)

o, llamando a; B, y1 a las intensidades magnéticas en las tres direcciones del espacio debidas a m;

d

Y =m,B, (K)
Z= m,y,

X=m,

de modo que un polo magnético es impulsado en la direccion de las lineas de fuerza magnética con
una fuerza igual al producto de la fuerza del polo y la intensidad magnética.

(78) Si se colocara en el campo un solo polo magnético, lo que seria el polo de un iman
enormemente largo, la Gnica solucion para ¢ seria

m, 1
(P1=__1_ (41)
wor

Donde m; es la carga magnética del polo y r la distancia al polo.
La repulsion entre dos polos de cargas magnéticas m; y my, €s

do, _mm,
2

dr pr
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En el aire, o en cualquier otro medio en el cual pu = 1, esto es simplemente m;m,/r’ pero en otros
medios, la fuerza actuante entre dos polos magnéticos dados es inversamente proporcional al
coeficiente de induccion magnética del medio. Esto puede explicarse por la magnetizacion del
medio inducida por la accién de los polos.

Fuerza mecénica sobre un cuerpo electrificado

(79) Si no hay movimiento o cambio de intensidad de las corrientes o imanes en el campo, la
fuerza electromotriz se debe enteramente a la variacion del potencial eléctrico, y tendremos (865)

Integrando por partes la expresion (1) para la energia debida al desplazamiento eléctrico y
recordando que P, Q y R se anulan a una distancia infinita, esa expresion se vuelve

1 df dg dh
= Y —+—+— [V,
ZZ{ [dx ¥ dy ¥ dz]}

0, por la ecuacién de la electricidad libre (G)

“157 (we)av .

Mediante la misma demostracion que se uso en el caso de la accién mecanica sobre un iman, se
puede demostrar que la fuerza mecanica sobre un cuerpo pequefio que contiene una cantidad de
electricidad libre e, colocada en un campo cuyo potencial proveniente de otros cuerpos
electrificados es W, tiene por componentes

d¥

X = 82 d—Xl— Ple2
d¥.

Y = eZd_yl_QleZ [ (D)
d¥.

Z = 62 d—zl— Rlezd

De modo que un cuerpo electrificado es impulsado en la direccion de la fuerza electromotriz con
una fuerza igual al producto entre la cantidad de electricidad libre y la fuerza electromotriz.

Si la electrificacion del campo surge de la presencia de un pequefio cuerpo electrificado que
contiene e; de electricidad libre, la Gnica solucién para W es

¥Y=—- (43)
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donde r es la distancia a la que se encuentra el cuerpo electrificado.
Por lo tanto, la repulsion entre dos cuerpos electrificados con cargas e; y e, sera

d¥, _ k e,
dr  4m r?

(44)

Medicion de los efectos electrostaticos

(80) Las cantidades con las que hemos tenido que tratar han sido expresadas hasta ahora en
términos del Sistema Electromagnético de medicion, que se basa sobre la accion mecénica entre las
corrientes. EIl sistema electrostatico de medicion se basa en la accibn mecanica entre cuerpos
electrificados, y es independiente, e incompatible, con el sistema electromagnético; de modo que las
unidades de los diferentes tipos de cantidad tienen valores diferentes segin el sistema que
adoptemos, y para pasar de un sistema a otro, se requiere una reduccion de todas las cantidades.

De acuerdo con el sistema electrostatico, la repulsion entre dos pequefios cuerpos cargados con
cantidades n; y n2 de electricidad es

L1 P P
r2

donde r es la distancia entre ellos.

Sea la relacion entre los dos sistemas, tal que una unidad electromagnética de electricidad
contiene v unidades electrostaticas, entonces n; = ve; Yy n2 = Ve, y esta repulsion se puede expresar:

V2 €,6, =Lelez
r>  4g r?

por la ecuacion (44) (45)

donde k, el coeficiente de “elasticidad eléctrica” en el medio en el cual se efectian los
experimentos— por ejemplo, aire comun — estd vinculado a v, el ndmero de unidades
electrostaticas en una unidad electromagnética, mediante la ecuacion:

k = 4nv? (46)

La cantidad v puede determinarse experimentalmente de diversas maneras. De acuerdo con los
experimentos de los Sres. Weber y Kohlrausch,

V =310.740.000 metros por segundo

(81) De esta investigacion surge que, si suponemos que el medio que constituye el campo
electromagnético, cuando es dieléctrico, es capaz de recibir en cada parte del mismo una
polarizacion eléctrica, en la que los lados opuestos de cada elemento en el que podamos concebir

326



A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field

que el medio dividido esta electrificado opuestamente, y si también asumimos que esta polarizacion
0 desplazamiento eléctrico es proporcional a la fuerza electromotriz que lo produce o mantiene,
entonces podemos demostrar que los cuerpos electrificados en un medio dieléctrico actuaran el uno
sobre el otro con fuerzas que obedecen las mismas leyes establecidas por el experimento.

La energia involucrada en las atracciones y repulsiones eléctricas que se producen, se supone
almacenada en el medio dieléctrico que rodea los cuerpos electrificados, y no en la superficie de los
cuerpos mismos, que en nuestra teoria son simplemente las superficies delimitadoras del aire, u otro
dieléctrico, en el que se buscaran las verdaderas causas de la accion.

Nota sobre la atraccion gravitatoria

(82) Despues de asignar a la accion del medio circundante las atracciones y las repulsiones tanto
magnéticas como eléctricas, y al encontrar que dependen del cuadrado inverso de la distancia, esto
nos lleva naturalmente a preguntar si la atraccion gravitatoria, que sigue a la misma ley respecto de
la distancia, no es también asignable a la accién de un medio circundante.

La gravitacion difiere del magnetismo y la electricidad en lo siguiente; que los cuerpos en
cuestion son todos del mismo tipo, en vez de ser de signos opuestos, como los polos magnéticos y
los cuerpos electrificados, y que la fuerza entre estos cuerpos es una atraccion y no una repulsion,
como es el caso entre cuerpos eléctricos y magnéticos similares.

Las lineas de fuerza gravitacionales en las proximidades de dos cuerpos densos, son
exactamente de la misma forma que las lineas de fuerzas magnéticas cerca de dos polos del mismo
nombre; pero mientras que los polos son repelidos, en el caso de los cuerpos, son atraidos. Sea E la
energia intrinseca del campo que rodea a dos cuerpos gravitantes M; y M, y que E’ sea la energia
intrinseca del campo que rodea a dos polos magnéticos m; y my, de iguales valores numérico a M; y
M, y que X sea la fuerza gravitatoria que actda durante el desplazamiento ox y X' la fuerza
magnética,

X8x=8E, X'8x=8E’;
X'y X’ tienen igual valor numérico pero signos opuestos, de modo que
O0E =-0F’,

E=C-F

=C —Zi(az +p° +yz)dV

donde o, B,y, son las componentes de la intensidad magnética. Si R es la fuerza gravitante
resultante, y R' la fuerza magnética resultante en una parte correspondiente del campo,
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Luego
1
E=C-Y —R%dV 47
2815 ( )

La energia intrinseca del campo de gravitacion debe ser menor donde sea que haya una fuerza
gravitante resultante.

Como la energia es esencialmente positiva, es imposible que una parte del espacio tenga energia
intrinseca negativa. Por lo tanto, aquellas partes del espacio en las que no hay fuerza resultante,
como los puntos de equilibrio en el espacio entre los diferentes cuerpos de un sistema, y dentro de
la sustancia de cada cuerpo, deben tener una energia intrinseca por unidad de volumen mayor que

iRZ’
8r

donde R es el mayor valor posible de la intensidad de la fuerza gravitante en cualquier parte del
universo.

Por lo tanto, la suposicién de que la gravedad proviene de la accion del medio circundante en la
forma sefialada, lleva a la conclusién de que cada parte de este medio posee, cuando no se interfiere,
una enorme energia intrinseca, y que la presencia de cuerpos densos influye en el medio para
disminuir esta energia dondequiera que haya una atraccion resultante.

Como no puedo entender de qué manera un medio puede poseer tales propiedades, no puedo
avanzar mas en esta direccion en la busqueda de la causa de la gravedad.
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Capacidad de un condensador

(83) La forma mas simple de condensador consiste en una capa uniforme de materia aislante
limitada por dos superficies conductoras, y su capacidad se mide por la cantidad de electricidad en
cada superficie cuando la diferencia de potenciales es la unidad.

Sea S el area de cualquier superficie, a el espesor del dieléctrico y k su coeficiente de elasticidad
eléctrica; entonces, en un lado del condensador, el potencial es\W, y en el otro lado W+ 1y dentro
de su sustancia

a¥ = 1 = kf (48)
dx a

Dado que d¥/dx, y por lo tanto f, es cero fuera del condensador, la cantidad de electricidad
sobre su primera superficie es igual a — Sf y sobre la segunda + Sf. La capacidad del condensador
serd entonces Sf = S/ak en unidades electromagnéticas.

Capacidad especifica de la induccion eléctrica (D)

(84) Si el dieléctrico del condensador es aire, entonces su capacidad en medidas electrostaticas
es S / 4na (despreciando las correcciones que surgen de las condiciones que deben cumplirse en los
bordes). Si el dieléctrico tiene una capacidad cuya relacion con la del aire es D, entonces la
capacidad del condensador serda DS/4ra.

Por lo tanto

kO

D=—
Kk

dondek, es el valor de k en el aire, el que se toma como unidad.

Absorcién eléctrica

(85) Cuando el dieléctrico que forma el condensador no es un aislante perfecto, los fenémenos
de conduccidn se combinan con los del desplazamiento eléctrico. EI condensador, cuando se lo deja
cargado, pierde gradualmente su carga, y en algunos casos, después de descargarse por completo,
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adquiere gradualmente una nueva carga del mismo signo que la carga original, y esta finalmente
desaparece. Estos fendmenos han sido descritos por el Profesor Faraday (Experimental
Investigations, Serie XL) y por el Sr. F. Jerkin (Report of Committee of Board of Trade on
submarine Cables) y pueden clasificarse bajo el nombre de "Absorcion Eléctrica".

(86) Tomaremos el caso de un condensador compuesto por cualquier cantidad de capas paralelas
de diferentes materiales. Si la diferencia constante de potenciales entre sus superficies extremas se
mantiene durante un tiempo suficiente hasta que se establezca una condicion de flujo constante
estable de electricidad, entonces cada superficie delimitada tendrd una carga de electricidad que
depende de la naturaleza de las sustancias en cada lado de ella. Si las superficies extremas se
descargan ahora, estas cargas internas se disiparan gradualmente, y una cierta carga puede
reaparecer en las superficies extremas si estan aisladas o, si estan conectadas por un conductor, se
puede instar a una cierta cantidad de electricidad a través del conductor durante el restablecimiento
del equilibrio.

Supongamos que los grosores de las diversas capas del condensador sean a;, a,, etc.
Supongamos que los valores de k para estas capas sean, respectivamente, ki, ko, etc., y sea

ark; + agk; + etc. = ak
donde k es la elasticidad eléctrica del aire y a es el espesor de un condensador de aire equivalente.

Supongamos que las resistencias de las capas sean, respectivamente, ry, r,, etc., y hagamos que
r,+ r, + etc. = r sea la resistencia de todo el condensador a una corriente estacionaria que lo
atraviesa por unidad de superficie.

Sean fy, f,, etc., los desplazamientos eléctricos en cada capa.
Sean py, pz, etc., las corrientes eléctricas en cada capa.
Sea ¥ el potencial sobre la primer superficie y e; la carga eléctrica por unidad de superficie.

Sean ¥, y e, las correspondientes cantidades en el limite entre la primera y la segunda
superficie, y asi sucesivamente. Entonces, por la ecuaciones (G) y (H)

de
e1=_f11d_tl:_p1’
de
ezzfl_fzid_tlz P — Pasy (51)
etc. etc.

Pero, por las ecuaciones (E) y (F)

330



A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field

Y -Y,= alkl fl =np,
\Pz - \113 = azkz fz =P, (52)
etc. etc. etc.

Después de mantener la fuerza electromotriz durante un tiempo suficiente, la corriente se vuelve
igual en cada capa, y

¥
p,=p,=¢etC.= pzT

donde' es la diferencia de potencial entre las capas extremas. Entonces, tenemos

f1=—EL, f2=—E "2 , etc.
r ak; r a,k, (53)
Y Y(r r
e, =— , e,=— ——>L | etc.
r ak; r\ak, ak;

Estas son las cantidades de electricidad sobre las diferentes superficies.

(87) Supongamos, ahora, que el condensador se descargue conectando las superficies extremas a
través de un conductor perfecto para que sus potenciales se igualen instantaneamente, con lo que se
alterard la electricidad en las superficies extremas, pero en las superficies internas no tendra tiempo
de alterarse. La diferencia total de potenciales sera entonces

¥ = a ke’ +a,k, (€', +e,)+ ak, (e, +e, +¢,),etc. =0 (54)
donde, si e’ es lo que e; se vuelve en el instante de la descarga

Yo ¥ ¥
o - _Y_._¥ 55
"rak ak ' ak (55)

Por lo tanto, la descarga instantanea es W/ak, o la cantidad de electricidad que seria descargada por
un condensador de aire del grosor equivalente, y no es afectada por la falta de un aislamiento
perfecto.

(88) Supongamos ahora que se corta la conexion entre las superficies extremas y que el
condensador se abandona a su evolucién espontanea, y consideremos la disipacion gradual de las
cargas internas. Sea ¥’ la diferencia de potencial de las superficies extremas en cualquier instante t;
entonces

Y'=ak, f, +ak,f,+etc. (56)

Pero
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df

ak f,=-r d_tl
df

a, kz fz ==, d_,[2
_agky _2k,

De este se encuentraque f,=Ae ", f,=Ae 7 ,etc.,yal referirse a los valores de €';. e,
etc., se encuentra

_rn ¥
r ak, ak
¥r FU (57)
r ak, ak
etc.

lo que nos permite encontrar la diferencia de potenciales extremos en cualquier momento.

_ Ak __aoky,

Y=V L2k + 3k +etc. (58)
r ak r ak

(89) Segun este resultado, si todas las capas estan hechas de la misma sustancia, W' siempre sera
cero. Si las capas son de sustancias diferentes, el orden en que estén colocadas es indiferente, y el
efecto sera el mismo ya sea que cada sustancia consista en una sola capa o esté dividida en
cualquier cantidad de capas delgadas y dispuestas en cualquier orden entre capas delgadas de las
otras sustancias Cualquier sustancia, por lo tanto, cuyas partes no son matematicamente
homogéneas, aunque puedan ser aparentemente asi, puede exhibir fendmenos de absorcion.
Ademas, dado que el orden de magnitud de los coeficientes es el mismo que el de los indices, el
valor de W' nunca puede cambiar el signo, sino que debe comenzar desde cero, pasar a ser positivo
y finalmente anularse.

(90) Consideremos ahora la cantidad total de electricidad que pasaria de la primera superficie a
la segunda, si el condensador, después de estar completamente saturado por la corriente y luego
descargado, tiene sus superficies extremas conectadas por un conductor de resistencia R. Sea p la
corriente en este conductor; luego, durante la descarga,

¥ = p,r,+ p,r, +etc.= pR (59)

Integrando con respecto al tiempo, y llamando g; . etc., a las cantidades de electricidad que
atraviesan los diferentes conductores,

q,r, +0,r, +etc.=gR (60)
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Las cantidades de electricidad sobre las diversas superficies seran

ell_q =0y,
€,+0;—Q,,
etc.
y dado que al final todas estas cantidades se anulan, encontramos

a, = e'l_q
q,=¢€,+e,—(q

de donde
2 2
qR—E UL S I 4
r{ak, ajk, ak
0
¥ r ) . LY

=——lakak,| +———2| +ak,ak,| —2——-—2-| +etc. 61
4= AR | % 2(alk1 azkzj 2% {azkz a3k3] (61)

una cantidad esencialmente positiva; de modo que, cuando la electrificacion primaria tiene una
determinada direccion, la descarga secundaria siempre esta en la misma direcciéon que la descarga
primaria .

“Desde que este trabajo fue comunicado a la Royal Society, he visto un articulo de M. Gaugaih en los Annales de
Chimie de 1864, en el que ha deducido los fenémenos de absorcién eléctrica y descarga secundaria de la teoria de los
condensadores compuestos.
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PARTE VI. - TEORIA ELECTROMAGNETICA DE LA LUZ

(91) Al comienzo de este documento utilizamos la hipdtesis dptica de un medio elastico a través
del cual se propagan las vibraciones de la luz, a fin de demostrar que tenemos motivos justificables
para buscar, en el mismo medio, la causa de otros fendmenos ademas de los de la luz. Luego
examinamos los fendmenos electromagnéticos, buscando su explicacion en las propiedades del
campo que rodea los cuerpos electrizados o magnetizados. De esta forma, llegamos a ciertas
ecuaciones que expresan ciertas propiedades del campo electromagnético. Ahora procederemos a
investigar si estas propiedades de lo que constituye el campo electromagnético, deducidas sélo de
los fendmenos electromagnéticos, son suficientes para explicar la propagacion de la luz a través de
la misma sustancia.

(92) Supongamos que una onda plana cuyos cosenos directores son, I, m, n se propaga a través
del campo con una velocidad V. Entonces todas las funciones electromagnéticas seran funciones de

W = IX+my++nz -Vt

Las ecuaciones de la Fuerza Magnética, (B), se volveran

B d dw
B=nd_F_|d_H
d dw

_ 96 _ dF
W= dw dw

Si multiplicamos estas ecuaciones respectivamente por I, my n y las sumamos
o+ mup+nuy=0 (62)
que muestra que la direccién de la magnetizacién debe estar en el mismo plano de la onda.

(93) Si combinamos las ecuaciones de la Fuerza Magnética (B) con las de las Corrientes
eléctricas (C), y, por comodidad, abreviamos

d_F+d_G+d_H—J d2 + dz + d2 =V2
dx dy dz e dy?  dz?

(63)
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o, |
dmpp' = — —V°F
=

Vv

dJ
dnug = ——-V°G
e ="

dmur'=—-V°H
s dz )

Si el medio en el que se establecio el campo es un dieléctrico perfecto, no hay una conduccién

verdadera, y las corrientes p', g', r 'son solo variaciones en el desplazamiento eléctrico. Por las
ecuaciones de las Corrientes Totales (A),

df dg dh
|=_’ l=_, r'=_' 65
P dt g dt dt (65)

Pero estos desplazamientos eléctricos son causados por fuerzas electromotrices y, por las
ecuaciones de la Elasticidad eléctrica (E)

P=kf, Q=kg, R=kh, (66)

Estas fuerzas electromotrices se deben a las variaciones de las funciones electromagnéticas o

electrostaticas, ya que no hay movimiento de conductores en el campo; de modo que las ecuaciones
de la fuerza electromotriz (D) son

__dF d¥
; c?t c(ijx
G d¥
=——_ =1 67
Q at " dy (67)
__OdH d¥
~dt dz

(94) Combinando estas ecuaciones, podemos obtener las siguientes

dJ (d°F d’®)
k| ———V?F |+4np| —+——[=0
(m< M A +dxm]
\ (42 2
k d—J—VZG +4mp d—f‘+d—q’ =0} (68)
dy ) dt®  dydt
dJ d’H  d*¥
k| ——V?H |+4 =0
(dz )T o +duﬁ)

Si diferenciamos la tercera de estas ecuaciones con respecto a y, y la segunda con respecto a z, y

las restamos, J e W desaparecen, y recordando las ecuaciones (B) de la fuerza magnética, los
resultados pueden escribirse
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d? ]
KVZuo = 4nuFua
2

d
kV?up = dmp 7 P

V-

(69)

d2
KV uy = Amp L WY

(95) Si suponemos que a, B, y, son funciones de Ix + my + nz — Vt = w, la primera ecuacion se
vuelve en

d’a d’a
k =4np’V? 70
Moz =~ AV e (70)

 k

Las otras ecuaciones dan el mismo valor para V, de modo que la onda se propaga en cualquier
direccion con una velocidad V.

Esta onda consiste enteramente en perturbaciones magnéticas, la direccién de la magnetizacion
estd en el mismo plano de la onda. Ninguna perturbaciébn magnética cuya direccion de
magnetizacidn no se encuentre en el plano de la onda se puede propagar como una onda plana.

Por lo tanto, las perturbaciones magnéticas propagadas a través del campo electromagnético
concuerdan con la luz en esto: que la perturbacion en cualquier punto es transversal a la direccion
de propagacion, y que tales ondas pueden tener todas las propiedades de la luz polarizada.

(96) EI Gnico medio en el que se han realizado experimentos para determinar el valor de k es el
aire, en el que u =1, y por lo tanto, por la ecuacion (46),

V=v (72)
De acuerdo con los experimentos electromagnéticos de los Sres. Weber y Kohlrausch”
v = 310.740.000 metros por segundo

es el nimero de unidades electrostaticas en una unidad electromagnética de electricidad, y esto, de
acuerdo con nuestro resultado, debe ser igual a la velocidad de la luz en el aire o en el vacio.

La velocidad de la luz en el aire, segtn los experimentos del Sr. Fizeau' es

“Leipzig Trans., Vol. V, (1857) p. 260; o Poggendorff Ann., Agosto 1856, p. 10.
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V = 314.858.000 metros por segundo
De acuerdo con los experimentos mas precisos del Sr. Foucault*
V =298.000.000 metros por segundo

La velocidad de la luz en el espacio que rodea la Tierra, deducida del coeficiente de aberracion y
el valor aceptado del radio de la orbita de la Tierra, es

V = 308.000.000 metros por segundo

(97) Por lo tanto, la velocidad de la luz deducida del experimento concuerda bastante bien con el
valor de v deducido del unico conjunto de experimentos que hasta ahora poseemos. EIl valor de v se
determind midiendo la fuerza electromotriz con la que se cargaba un condensador de capacidad
conocida, y luego descargando el condensador a traves de un galvanémetro, para medir la cantidad
de electricidad en él, en unidades electromagnéticas. En el experimento, el Unico uso de la luz fue
para ver los instrumentos. El valor de V encontrado por el Sr. Foucault se obtuvo al determinar el
angulo a través del cual giraba un espejo giratorio, mientras que la luz reflejada por él iba y
regresaba a lo largo de un curso medido. Ningun uso fue hecho con electricidad o magnetismo.

(97) Por lo tanto, la velocidad de la luz deducida del experimento concuerda suficientemente
con los resultados experimentales. La concordancia de los resultados parece mostrar que la luz y el
magnetismo son caracteristicas de la misma naturaleza y que la luz es una perturbacion
electromagnética propagada a través del campo de acuerdo con leyes electromagnéticas.

(98) Volvamos ahora a las ecuaciones de (94), en las cuales aparecen las cantidades J e V¥, para
ver si algun otro tipo de perturbacion puede propagarse a través del medio dependiente de estas

cantidades que desaparecen de las ecuaciones finales.

Si determinamos y de la ecuacion

= 73
dx?  dy?  dz? (73)
y F', G' H' de las ecuaciones
' dy dy . dy
F=F--2  G=G--2, H=H--%, 74
dx dy dz (74)

Entonces

" Comptes Rendus, Vol. XX1X, (1849), p. 90.
* 1bid. Vol. LV, (1862), pp. 501, 792.
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dF +dG +dH _0 (75)
dx dy dz
y las ecuaciones de (94) toman la forma
d’F d dy
KV’F' =4 — T+ 76
””[ dt? +dxdt( ¥ dtD (70)

derivando las tres ecuaciones respecto de x, y, ¥ z, y sumando, encontramos que

w=—%y o(x,y,2) (77)
dt
y que
d’F' ]
KV2F' =4
Tuw dztz
kV’G'=4np ddtcj > (78)
d ZH-
KV*H'=4
e
Por lo tanto, las perturbaciones indicadas por F', G', H'se propagan con la velocidad V = 4L
TH

a través del campo; y dado que

dF* dG' dH’
+ + =0
dx dy dz

la resultante de esas perturbaciones se encuentra en el plano de la onda.

(99) La parte restante de las perturbaciones totales F, G, H es la parte que depende de y, no esta
sujeta a ninguna condicidn excepto la expresada en la ecuacién

d¥ d’y

=0
dt = dt?

Si, sobre esta ecuacion efectuamos la operacion V? se obtiene

kez?j—‘:—kvch(x,y,z) (79)

Como el medio es un aislante perfecto, la electricidad libre es inamovible y, por lo tanto, dJ/dt es
una funcién de x, y, z y el valor de J es constante o cero o aumenta uniformemente con el tiempo o
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disminuye uniformemente con el tiempo, de modo que ninguna perturbacion que dependa de J se
puede propagar como una onda.

(100) Las ecuaciones del campo electromagnético, deducidas de evidencia puramente
experimental, muestran que solo se pueden propagar vibraciones transversales. Si tuviéramos que ir
maés alla de nuestro conocimiento experimental y asignar una densidad definida a una sustancia que
deberiamos llamar "fluido eléctrico”, y seleccionar a la electricidad vitrea o a la resinosa como
representante de ese fluido, entonces podriamos tener vibraciones normales propagadas con una
velocidad dependiendo de esta densidad. Sin embargo, no tenemos evidencia de la densidad de la
electricidad, ya que no sabemos si se debe considerar a la electricidad vitrea como una sustancia o
como carente de sustancia.

Por lo tanto, la ciencia electromagnética conduce exactamente a las mismas conclusiones que la
ciencia Optica con respecto a la direccidn de las perturbaciones que pueden propagarse a través del
campo; ambos afirman la propagacién de vibraciones transversales, y ambos dan la misma
velocidad de propagacion. Por otro lado, ambas ciencias muestran confusion cuando se les pide
afirmar o negar la existencia de vibraciones normales.

Relacion entre el indice de refraccion y el caracter electromagnético de la sustancia.
(101) De acuerdo con la teoria ondulatoria, la velocidad de la luz en un medio es

1

TVO

i

donde i es el indice de refraccién del medio y Vj es la velocidad de la luz en el vacio. De
acuerdo con la Teoria Electromagnética, la velocidad de la propagacion de una onda es

k.
4rtp
donde, de acuerdo con las ecuaciones (49) y (71)
1 2
k :Bkoyko =41'CVO
Por lo tanto

D=— (80)

Es decir, la Capacidad Inductiva Especifica es igual al cuadrado del indice de refraccion
dividido por el coeficiente de induccion magnética.
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Propagacion de perturbaciones electromagnéticas en un medio cristalino.

(102) Calculemos ahora las condiciones de propagacion de una onda plana en un medio para el
cual los valores de k y u son diferentes en diferentes direcciones. Como no proponemos dar una
investigacion completa de la cuestion en el presente imperfecto estado de la teoria en lo que se
refiere a perturbaciones de corto periodo, supondremos que los ejes de induccion magnética
coinciden en direccion con los de la elasticidad eléctrica.

(103) Sean A, u, v, los valores de los coeficientes magnéticos segun los tres ejes. Entonces, las
ecuaciones de la fuerza magnética (B) toma la forma

ao =9 _9G

dy dz

dF dH
=——— 81
M= [ (81)

_4G _dF

M dx dy |

Las ecuaciones de las corrientes eléctricas (C) quedan como antes.

Las ecuaciones de la elasticidad eléctrica (E) seran

P=4na’f
Q = 4nb’g (82)
R =4nc’h

donde 4na?, 4nh?y 4nc?, son los valores de k para los ejes de x, y y z.

Combinando estas ecuaciones con (A) y (D) se obtienen ecuaciones de la forma

1(,d*F d’F  d°F 1 d(,dF dG dH 1(d’F d*¥
—| A t+tp——t+V—— |-——| A —Ftp—+V— (=] 5+ (83)
pvl dx dy dz pv dx | dx dy dz a“ dt® dxdt

(104) Si I, m, n, son los cosenos directores de la onda y V su velocidad y
IX+my+nz-Vt=w (84)

entonces F, G, H y W, seran funciones de w y si indicamos con F', G', H' y ¥' a las derivadas
segundas de esas cantidades respecto de w, se obtienen las ecuaciones
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2 2 2 2 ]

vz—az(m—+—] Fe @M, 30 =g

vV u v i}

2 2 2 2
veop D g BEmn e BT e v ol (85)

AV A %

2 2 2 2
vz—cz['—+m—] Ha CM e, S0 v

pooA 1 )

Si ahora hacemos
VARAYE %{I 2}V(bz;.w sz)+ mzu(czv 1 azx)+ nzv(azx + bzu)}
A\Y
“‘2 2.2 2 2 2 (86)
ahbc (1 m* n°, ) )
+ Ay ?+F+c_2(l A+mp+n v)=U
Encontraremos
F'VU-I¥VU=0 (87)
y ecuaciones similares para G'y H'. Por lo tanto, o
V=0 (88)
U=0 (89)
0 VF' =¥, VG'=m¥, VH'=n¥ (90)

La tercera suposicion indica que la resultante de F', G', H', se encuentra en la direccién normal al
plano de la onda, pero las ecuaciones no nos indican si esta perturbacién, siendo posible, pudiera
propagarse, ya que no disponemos de otra relacion entre ¥'y F', G', H'.

La solucion V = 0, se refiere al caso en el cual no hay propagacion.

La solucién U = 0 da dos valores para V> que corresponden a los valores de F', G', H', que estan
dados por la ecuacion

I .. m_, n ,
?F +FG +c_2H =0 (91)
2 2 2
0 o) T ey a2 ) S (a2 )= )

(105) Las velocidades a lo largo de los ejes son las siguientes:
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Direccidn de propagacion X y z
e X a? a’
v n
Direcciones de los desplazamientos eléctricos < y b? b®
v A
L z CZ C2
n A

Ahora sabemos que en cada plano principal de un cristal, el rayo polarizado en ese plano
obedece a la ley ordinaria de la refraccién y, por lo tanto, su velocidad es la misma en cualquier
direccidn en que se propague ese plano.

Si la luz polarizada consiste en perturbaciones electromagnéticas en las que el desplazamiento
eléctrico se produce en el plano de polarizacién, entonces

a’=b’=c? (93)
Por el contrario, si el desplazamiento es perpendicular al plano de polarizacion
A=u=v (94)

De los experimentos magnéticos de Faraday, Plucker, etc., sabemos que, en muchos cristales, A,
p 'y v, son diferentes entre si.

Los experimentos de Kohlrausch™ sobre induccion eléctrica a través de cristales, parecen
mostrar que a, b y ¢, para un cristal dado, pueden ser diferentes.

Pero las desigualdades entre A, u y v, son tan pequefias que se requieren grandes fuerzas
magnéticas para indicar sus diferencias y esas diferencias no parecen ser de magnitudes suficientes
para dar cuenta de la doble refraccion de los cristales.

Por otro lado, los experimentos de induccién eléctrica son susceptibles de error debido a
pequerios defectos o partes de materia conductora en el cristal.

Se requeriran mas experimentos sobre las propiedades magnéticas y dieléctricas de los cristales
antes de poder decidir si la relacion de estos cuerpos con las fuerzas magnéticas y eléctricas es la
misma, ya sea que estas fuerzas son permanentes, como cuando estan alternando con la rapidez de
las vibraciones de la luz.

“Phil. Mag. , 1852.

342



A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field

Relacion entre la resistencia eléctrica y la transparencia

(106) Si el medio, en lugar de ser un aislante perfecto, es un conductor cuya resistencia por
unidad de volumen es p, entonces no solo habrd desplazamientos eléctricos, sino también
verdaderas corrientes de conduccion en las que la energia eléctrica se transformara en calor, y la
ondulacion se ird debilitando. Para determinar el coeficiente de absorcion, investiguemos la
propagacion a lo largo del eje de x de la perturbacion transversal G.

Por las ecuaciones anteriores

d’G

dX2 =- 475!1((1')

df
=—4np| —+ A
ﬂu( ot QJ por (A)

d’G 1d’G 1dG
=—4np ———;
k dt® p dt

o ———J por (E) y (F) (95)
X

Si G tiene la forma

G =e ™ cos(gx + nt) (96)
encontramos que
2ru n 2mp Vv
p=TR SRS (97)
P g p i

donde V es la velocidad de la luz en el aire e i es el indice de refraccion. La proporcion de la luz
incidente transmitida a traves de un espesor x es

g 2P (98)

Sea R la resistencia, en unidades electromagnéticas, de una placa de una sustancia cuyo espesor es
X, suancho b, y su largo I, entonces

R=-
bx
\A
2pX = 4nuTﬁ (99)

(107) La mayoria de los cuerpos sélidos transparentes son buenos aislantes, mientras que todos
los buenos conductores son muy opacos.

343



Duhem y el electromagnetismo de Maxwell

Los electrolitos permiten que una corriente pase facilmente, pero, a menudo, son muy
transparentes. Podemos suponer, sin embargo, que en las vibraciones de la luz que se alternan
rapidamente, las fuerzas electromotrices actlian durante un tiempo tan breve que no permite efectuar
una separacion completa entre las particulas en combinacién, de modo que cuando la fuerza se
invierte las particulas oscilan en sus posiciones anteriores sin pérdida de energia.

El oro, la plata y el platino son buenos conductores y, sin embargo, cuando se reducen a placas
suficientemente delgadas, permiten que la luz pase a través de ellos. Si la resistencia del oro es la
misma para las fuerzas electromotrices de corto periodo que para aquellas con las que hacemos los
experimentos, la cantidad de luz que pasa a través de un trozo de hoja de oro, cuya resistencia fue
determinada por el Sr. C. Hockin, seria solo 10™° de la luz incidente, una cantidad totalmente
imperceptible. Yo encontré que entre 1/500 y 1/1000 de luz verde, pasa a través de una hoja delgada
de oro. Gran parte de esta luz se transmite a través de los agujeros y las grietas; no obstante, hay
suficiente transmision a través del oro mismo para darle un tono verde fuerte a la luz transmitida.
Este resultado no puede conciliarse con la teoria electromagnética de la luz, a menos que
supongamos que hay menos pérdida de energia cuando las fuerzas electromotrices se invierten con
la rapidez de las vibraciones de la luz que cuando actian durante tiempos sensibles, como en
nuestros experimentos.

Valores absolutos de las Fuerzas Electromotrices y Magnéticas que intervienen en la
Propagacion de la Luz.

(108) Si la ecuacion de la propagacion de la luz es
F= Acoszx—n(z ~Vit)

la fuerza electromotriz sera

p=-AZTy sinz—“(z—Vt)
A A
y la energia por unidad de volumen sera
PZ
- 8ruV

de modo que

P =.8nuvw ,

donde V es la velocidad de la luz y W es la energia comunicada por la luz a la unidad de area en un
segundo.
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De acuerdo con los datos de Pouillet y calculados por el Profesor W. Thomson”, el valor
mecanico de la luz solar directa sobre la Tierra es

83,4 libras-pie, por segundo y por pie cuadrado.
Esto da el valor maximo de P de la luz solar directa desde el Sol hasta la Tierra
P =60.000.000

0, alrededor de 600 celdas de Daniell por metro.

Sobre la superficie solar, el valor de P seria alrededor de

13.000 celdas de Daniell por metro.

Sobre la Tierra, el valor méximo de la fuerza magnética serfa 0.193",

y sobre la superficie solar seria 4,13.

Estas fuerzas electromotrices y magnéticas deben concebirse como que se invierten dos veces
en cada vibracion de la luz; es decir, mas de mil millones de millones de veces en un segundo.

* Transactions of the Royal Society of Edinburgh, 1854 ("Mechanical Energies of the Solar System").
"La fuerza magnética horizontal en Kew (en el SO de Londres) es de alrededor de 1,76 en unidades métricas.
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PARTE VII. CALCULOS DE LOS COEFICIENTES DE INDUCCION
ELECTROMAGNETICA.

Métodos generales

(109) Como ya ha sido mostrado, las relaciones electromagnéticas entre dos circuitos
conductores, A'y B, dependen de una funcion M de sus formas y posiciones relativas.

M puede calcularse de diferentes maneras, lo que por supuesto debe conducir al mismo
resultado.

Primer método. M es el momentum electromagnético del circuito B cuando A transporta una
corriente unitaria, o

M= Fd—X+G dy+H£ ds’
ds' ds' ds'

donde F, G, H son los componentes del momentum electromagnético debido a una corriente
unitaria en A, y ds' es un elemento de la longitud de B, y la integracién se realiza alo largo de todo
el circuito de B.

Para encontrar F, G, H, observamos que por (B) y (C)

d’F d*F d*F
+ +
dx* dy* dz?

=—A4mu P

con ecuaciones similares para G y H, donde p*, g' y r', son las componente de la corriente en A.

Ahora, si s6lo consideramos un sélo elemento ds de A, tendremos

dx dy dy
' = —ds, '=—ds, '=—-ds
P ds a ds q ds

y la solucion de las ecuaciones da

pdx , ngd_yds, H=P% g

F= =
p ds p ds p ds

donde p es la distancia de cualquier punto a ds. Luego
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pdx dx dydy dz dz dsds
ds ds' ds ds' ds ds

= J.J‘ Ld cos Odsds'
p

donde 6 es el angulo entre las direcciones de los dos elementos ds y ds' y p es la distancia entre
ellos, y la integracion se realiza a lo largo de ambos circuitos.

En este método, nos limitamos a la integracion de sélo dos circuitos lineales.

(110) Segundo método. M es el nimero de lineas de fuerza magnética que pasan a través del
circuito B cuando A transporta una corriente unitaria, o

M = Z(pal +pupm+ p.yn)dS'

donde pa, up y uy, son las componentes de la induccion magnética debida a una corriente unitaria
en A, S' es una superficie limitada por la corriente y I, m y n son los cosenos directores de la normal
a la superficie, la integracion se extiende sobre la superficie.

Esto lo podemos expresar de la forma
1 . . : \
M=p E — sin@sin® sinedS' ds
p

donde dS' es un elemento de la superficie delimitada por B, ds es un elemento del circuito A, p
es la distancia entre ellos, 6 y 6' son los angulos entre p y ds y entre py la normal a dS'
respectivamente, y ¢ es el angulo entre los planos en los que se miden 6 y 0. La integracion se
realiza alrededor del circuito A y sobre la superficie delimitada por B.

Este método es mas conveniente en el caso de circuitos que se encuentran en un plano, en cuyo
casosenO=1yseno=1.

111. Tercer método. M es esa parte de la energia magnética intrinseca de todo el campo que
depende del producto de las corrientes en los dos circuitos, siendo cada corriente unitaria.

Sean a, B, vy los componentes de la intensidad magnética en cualquier punto debido al primer
circuito, o', B, y' lo mismo para el segundo circuito; entonces la energia intrinseca del elemento de
volumen dV del campo es

lara)+@+py+rylev

La parte que depende del producto de las corrientes es
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B ((xoc'+BB'+W' )dV
47

Por lo tanto, si conocemos las intensidades magnéticas | e I' debidas a la corriente unitaria en
cada circuito, podemos obtener M integrando

u 1 ]
- I I'cosBdV
4t Zu

sobre todo el espacio, siendo 0 el angulo entre las direccionesde l e I'.

Aplicacion a una bobina

(112) Para encontrar el coeficiente de induccién mutua (M) entre dos conductores lineales
circulares situados en planos paralelos, en los que la distancia entre las curvas es en todas partes la
misma, y pequefia en comparacion con el radio de cualquiera de ellos.

Si r es la distancia entre las curvas, y a el radio de cualquiera de ellas, entonces cuando r es muy
pequefio en comparacion con a, por el segundo método encontramos, como primera aproximacion,

M =4na[|n8—a—2)
r

Para una mejor aproximacién al valor de M, seana y a; los radios de los circulos, y b la distancia
entre sus planos; entonces

r’=(a—a, ) +b?
Para obtener M se deben considerar las siguientes condiciones:
1°. M debe cumplir la ecuacion diferencial

d*M d*M 1dM
t——+— =0
da db a da

Esta ecuacion, que es verdadera para cualquier campo magnético simétrico con respecto al eje
comun de los circulos, no puede por si misma conducir a la determinacion de M como una funcién
de, a, a; y b. Por lo tanto, se debe hacer uso de otras condiciones.

2°. El valor de M debe permanecer igual cuando se intercambian a 'y a;.

3°. Los primeros dos términos de M deben ser los mismos que los dados anteriormente.
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M puede asi expandirse en la siguiente serie:

a1+i3b2+(al—a)2 i(3b2+(a—al)2(a—a1))+etc}_

16 a’ 32 al

M=4nalog8—a{1+1a_
r 2 a

la-a, 1 b*-3(a-af i(6b2_(a_al)zxa_al)wtc}

—4mas 2+~ +— 5 - 3
2 a 16 a 48 a

(113) Podemos aplicar este resultado para encontrar el coeficiente de autoinduccion (L) de una
bobina circular de alambre cuya seccion es pequefia en comparacion con el radio del circulo.

Supongamos que la seccidn de la bobina sea un rectangulo, donde c es el ancho en el plano del
circulo, y b la profundidad perpendicular a dicho plano.

Sea a el radio medio de la bobina y n el nimero de vueltas; entonces, mediante la integracion,
encontramos

n’ . e
L=W”-IIM(xyx y* Jdx dy dx' dy

donde M (xyx'y') representa el valor de M para los dos enrollamientos cuyas coordenadas son xy y
X'y' respectivamente; y la integracion se realiza primero con respecto a x e y sobre la seccion
rectangular, y luego con respecto a x' e y' en el mismo espacio.

L = 4znn’a In8—a+i—i o—=~ cotZG—ECOSZG—lcotZIncose—ltanzelnsine +
r 12 3 4 3 6 6

wn’r? r

24a 1 cos* 0 13 sin* @
+————IncosO+———
5sin°“ 6 3 cos“ 0

P
In52 (25in? 0.+ 1)+ 345+ 27 475057032 T -9 |20 O,
2 cos 0

Insin®

donde a representa al radio medio de la bobina

r es la diagonal de la seccion rectangular = /b + c?
0 es el angulo entre r y el plano del circulo.

n es el nimero de enrollamientos.

Los logaritmos son neperianos y los angulos se expresan en unidades circulares.
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En los experimentos realizados por el Comité de la British Association para determinar un
estandar de Resistencia Eléctrica, se usé una bobina doble, consistente en dos bobinas de seccién
rectangular, practicamente iguales, colocadas paralelas con un pequefio espacio entre ellas.

El valor de L para esta bobina fue encontrado de la siguiente manera:

El valor de L fue calculado aplicando la férmula precedente en seis casos diferentes, en los
cuales las secciones rectangulares consideradas tenia siempre el mismo ancho, mientras que la
profundidad fue

A,B,C, A+B, B+C, A+B+C,
siendo n = 1 en cada caso.
Llamando a los resultados
L(A), L(B), L(C), etc.,
Calculamos los coeficientes de mutua induccién M(AC) de dos bobinas asi,
2CM(AC) = (A + B + C)’L(A + B + C) — (A + B)’L(A + B) - (B + C)’L(B + C) + B’L(B)

Entonces, su n; es el numero de enrollamientos en la bobina A y n, el nimero de enrollamientos
en la bobina B, el coeficiente de autoinduccion de las dos bobinas en conjunto es

L=n’L(A)+2n,n,L(AC)+n?L(B)

(114) Estos valores de L fueron calculados sobre la base de la suposicion de que los
enrollamientos estaban uniformemente distribuidos de modo de llenar exactamente toda la seccion.
Sin embargo, este no es el caso ya que el alambre tiene, generalmente, forma circular y cubierto por
un material aislante. Luego, la corriente sobre el alambre esta mas concentradas que lo que estaria si
se hubiese distribuido uniformemente sobre la seccidn (rectangular) y las corrientes en los alambres
de las vecindades no actuasen sobre ella exactamente, tal como lo haria una corriente uniforme.

Las correcciones que surgen de estas consideraciones pueden expresarse mediante cantidades
numéricas, las que podemos multiplicar por la longitud del alambre, para que tengan los mismos
valores cualquiera sea la forma de la bobina.

Sea D, la distancia entre cada alambre y el siguiente, suponiendo que estan dispuestos en orden
rectangular y sea d el diametro del alambre. Entonces, la correccion por el diametro del alambre es

+2 IogE+£IogZ+£—E
d 3 3 6

La correccidn para los ocho alambres mas préximos es
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+0,0236
Para los dieciséis de la siguiente ronda es
+0,00083

Estas correcciones multiplicadas por la longitud del alambre y adicionadas al resultado anterior,
dan el verdadero valor de L, considerado como la medida del potencial de la bobina en si misma,
por unidad de corriente en el alambre, cuando esta corriente se ha establecido por un tiempo
suficiente, y esta distribuida uniformemente a través de la seccién del alambre.

(115) Pero al inicio de una corriente y durante su variacion, la corriente no es uniforme a través
de la seccién del alambre, debido a que la accion inductora entre diferentes porciones de la corriente
tienden a hacer a la corriente mas fuerte en una parte de la seccion que en otra. Cuando una fuerza
electromotriz uniforme P que surge por alguna causa actla sobre un alambre cilindrico de
resistencia especifica p, se tiene

dF
=P-—
Pp at
donde F se obtiene a partir de la ecuacion
d’F 1dF
+———=—4npp
dr2 rdr

y donde r es la distancia al eje del cilindro

Hagamos que un término del valor de F sea de la forma Tr", donde T es una funcién del tiempo,
entonces el término de p que lo produce es de la forma

_ 1 nZTrn—Z
4ty

Luego, si se escribe

2 2
F=T+M _P+d_T r’+ Ltld %d—zr‘%etc.
P dt p ) 1°x2° dt

2 2 3
pp=(p+d_T)_Md I_(ﬂj LT e,
dt p dt p

La contracorriente total de la autoinduccion en cualquier punto sera
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E—P t=£T+Ed—Tr2+“2n2 L dzTr“+etc
P p p? dt p® 1°x2% dt? '

Integradaentret =0y t = oo.

2
Cuandot=0 p=0 [d—T) =P, (d T] =0, etc.
0 0

dt dt?

2
Cuandot:oong.'.(d—T] =0, [d I] =0, etc.
p dt ), dt® )

o (or 2 2,3 2
2n £ - p rdrdt=£T1cr2+£%d—Tr“+u13,t - 12 - d 1- r+etc.
o Jo p P 2 p° dt p° 1°x2°x3° dt

Integrada desde t = 0 hasta t =0

2
Cuandot=0, p=0alolargo de la seccién, .- (d—T] =P, d_'i’ =0, etc.
dt J, dt® ),
2
Cuandot=c p=0 "™ ™ ™ " ar =0, dl- =0, etc.
dt )., dt® )

Ademas, si | es la longitud del alambre y R su resistencia

pl
R=F"_
nr?

y si C es la corriente establecida en el alambre, C= PI/R
La contracorriente total puede escribirse

I 1 1 LC .
—(T. -T,)-=p—C =—-——=por la Seccion (35

Ahora bien, si la corriente en lugar de ser variable desde el centro del cable hasta la
circunferencia de la seccidn exterior, hubiera sido la misma en todas partes, el valor de F habria

sido
r2
F=T+py|1-—
r.O

donde v es la corriente en el alambre en cada instante y la contracorriente total seria
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LdF o rdr =l(T® —TO)—EuLC __L¢
. Jop dt R 47 R R

1
L=L—-=—ul
y i

o el valor de L que se debe usar para calcular la autoinduccién de un cable, para corrientes
variables, es menor que el que se deduce de la suposicién de que la corriente es constante en toda la
seccion del cable en Y/,ul donde | es la longitud del alambre, y p es el coeficiente de induccion
magnética correspondiente a la sustancia del alambre.

(116) Las dimensiones de la bobina utilizada por el Comité de la British Associationen sus
experimentos en King's College en 1864 fueron las siguientes:

En metros
Radio medio =a=0,158194
Profundidad de cada bobina =b=0,01608
Ancho de cada bobina =¢=0,01841
Distancia entre las bobinas =0,02010
Numero de enrollamientos n=2313
Diametro del alambre =0,00126

El valor de L derivado del primer término de la expresion es 437440 metros.

La correccidn que depende de que el radio no sea infinitamente grande en comparacién con la
seccion de la bobina que se encuentra en el segundo término es — 7345 metros.

La correccion dependiente del diametro del alambre (por unidad de longitud) +0,44997
fue

La correccion por ocho alambres vecinos +0,0236
La correccion por dieciséis alambres vecinos +0,0008
La correccion por variacion de la corriente en diferentes partes de la seccion - 0,2500
Correccidn total por unidad de longitud 0,22437
Longitud 311236 m
Suma de las correcciones 70m
Valor final de L calculado 430165 m

Este valor de L fue empleado para reducir las observaciones, de acuerdo con el método
explicado en el informe del Comité”. La correccién dependiente de L varia con el cuadrado de la
velocidad. El resultado de dieciséis experimentos en los cuales se aplico esta correccion y en los
cuales la velocidad variaba de 100 revoluciones en diecisiete segundos a 100 revoluciones en
setenta y siete segundos fueron comparados mediante el método de los cuadrados minimos para
establecer queé otras correcciones dependientes del cuadrado de la velocidad deberian aplicarse para
reducir los errores a un minimo.

" British Association Reports, 1863, p. 169.
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Los resultados de este ensayo mostrd que el valor calculado de L, deberia multiplicarse por
1,0618 para obtener un valor de L que daria los resultados mas consistentes.

Por lo tanto, tenemos L por calculos 430165 metros
Valor probable de L por el método de los cuadrados minimos 456748 metros
Resultado de experimentos con Balanza eléctrica, seccion (46) 410000 metros

El valor de L calculado a partir de las dimensiones de la bobina es probablemente mucho mas
preciso que cualquiera de las otras determinaciones.
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[From the Philosophical Magazine, Vol. xxi.]

XXIIl. ON PHYSICAL LINES OF FORCE.

PART I.
THE THEORY OF MOLECULAR VORTICES APPLIED TO MAGNETIC PHENOMENA.

In all phenomena involving attractions or repulsions, or any forces depending on the relative
position of bodies, we have to determine the magnitude and direction of the force which would act
on a given body, if placed in a given position.

In the case of a body acted on by the gravitation of a sphere, this force is inversely as the square
of the distance, and in a straight line to the centre of the sphere. In the case of two attracting
spheres, or of a body not spherical, the magnitude and direction of the force vary according to more
complicated laws. In electric and magnetic phenomena, the magnitude and direction of the resultant
force at any point is the main subject of investigation. Suppose that the direction of the force at any
point is known, then, if we draw a line so that in every part of its course it coincides in direction
with the force at that point, this line may be called a line of force, since it indicates the direction of
the force in every part of its course.

By drawing a sufficient number of lines of force, we may indicate the direction of the force in
every part of the space in which it acts.

Thus if we strew iron filings on paper near a magnet, each filing will be magnetized by
induction, and the consecutive filings will unite by their opposite poles, so as to form fibres, and
these fibres will indicate the direction of the lines of force. The beautiful illustration of the presence
of magnetic force afforded by this experiment, naturally tends to make us think of the lines of force
as something real, and as indicating something more than the mere resultant of two forces, whose
seat of action is at a distance, and which do not exist there at all until a magnet is placed in that part
of the field. We are dissatisfied with the explanation founded on the hypothesis of attractive and
repellent forces directed towards the magnetic poles, even though we may have satisfied ourselves
that the phenomenon is in strict accordance with that hypothesis, and we cannot help thinking that
in every place where we find these lines of force, some physical state or action must exist in
sufficient energy to produce the actual phenomena.

My object in this paper is to clear the way for speculation in this direction, by investigating the
mechanical results of certain states of tension and motion in a medium, and comparing these with
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the observed phenomena of magnetism and electricity. By pointing out the mechanical
consequences of such hypotheses, | hope to be of some use to those who consider the phenomena as
due to the action of a medium, but are in doubt as to the relation of this hypothesis to the
experimental laws already established, which have generally been expressed in the language of
other hypotheses.

| have in a former paper(’) endeavoured to lay before the mind of the geometer a clear
conception of the relation of the lines of force to the space in which they are traced. By making use
of the conception of currents in a fluid, | shewed how to draw lines of force, which should indicate
by their number the amount of force, so that each line may be called a unit-line of force (see
Faraday's Researches, 3122); and | have investigated the path of the lines where they pass from one
medium to another.

In the same paper | have found the geometrical significance of the "Electrotonic State," and
have shewn how to deduce the mathematical relations between the electrotonic state, magnetism,
electric currents, and the electromotive force, using mechanical illustrations to assist the
imagination, but not to account for the phenomena.

| propose now to examine magnetic phenomena from a mechanical point of view, and to
determine what tensions in, or motions of, a medium are capable of producing the mechanical
phenomena observed. If, by the same hypothesis, we can connect the phenomena of magnetic
attraction with electromagnetic phenomena and with those of induced currents, we shall have found
a theory which, if not true, can only be proved to be erroneous by experiments which will greatly
enlarge our knowledge of this part of physics.

The mechanical conditions of a medium under magnetic influence have been variously
conceived of, as currents, undulations, or states of displacement or strain, or of pressure or stress.

Currents, issuing from the north pole and entering the south pole of a magnet, or circulating
round an electric current, have the advantage of representing correctly the geometrical arrangement
of the lines of force, if we could account on mechanical principles for the phenomena of attraction,
or for the currents themselves, or explain their continued existence.

Undulations issuing from a centre would, according to the calculations of Professor Challis,
produce an effect similar to attraction in the direction of the centre; but admitting this to be true, we
know that two series of undulations traversing the same space do not combine into one resultant as
two attractions do, but produce an effect depending on relations of phase as well as intensity, and if
allowed to proceed, they diverge from each other without any mutual action. In fact the
mathematical laws of attractions are not analogous in any respect to those of undulations, while they
have remarkable analogies with those of currents, of the conduction of heat and electricity, and of
elastic bodies.

“See a paper " On Faraday's Lines of Force," Cambridge Philosophical Transactions, \Vol. i. Part i.
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In the Cambridge and Dublin Mathematical Journal for January 1847, Professor William
Thomson has given a "Mechanical Representation of Electric, Magnetic, and Galvanic Forces,” by
means of the displacements of the particles of an elastic solid in a state of strain. In this
representation we must make the angular displacement at every point of the solid proportional to the
magnetic force at the corresponding point of the magnetic field, the direction of the axis of rotation
of the displacement corresponding to the direction of the magnetic force. The absolute displacement
of any particle will then correspond in magnitude and direction to that which I have identified with
the electrotonic state; and the relative displacement of any particle, considered with reference to the
particle in its immediate neighbourhood, will correspond in magnitude and direction to the quantity
of electric current passing through the corresponding point of the magneto-electric field. The author
of this method of representation does not attempt to explain the origin of the observed forces by the
effects due to these strains in the elastic solid, but makes use of the mathematical analogies of the
two problems to assist the imagination in the study of both.

We come now to consider the magnetic influence as existing in the form of some kind of
pressure or tension, or, more generally, of stress in the medium.

Stress is action and reaction between the consecutive parts of a body, and consists in general of
pressures or tensions different in different directions at the same point of the medium.

The necessary relations among these forces have been investigated by mathematicians; and it
has been shewn that the most general type of a stress consists of a combination of three principal
pressures or tensions, in directions at right angles to each other.

When two of the principal pressures are equal, the third becomes an axis of symmetry, either of
greatest or least pressure, the pressures at right angles to this axis being all equal.

When the three principal pressures are equal, the pressure is equal in every direction, and there
results a stress having no determinate axis of direction, of which we have an example in simple
hydrostatic pressure.

The general type of a stress is not suitable as a representation of a magnetic force, because a line
of magnetic force has direction and intensity, but has no third quality indicating any difference
between the sides of the line, which would be analogous to that observed in the case of polarized

light(").

We must therefore represent the magnetic force at a point by a stress having a single axis of
greatest or least pressure, and all the pressures at right angles to this axis equal. It may be objected
that it is inconsistent to represent a line of force, which is essentially dipolar, by an axis of stress,
which is necessarily isotropic; but we know that every phenomenon of action and reaction is
isotropic in its results, because the effects of the force on the bodies between which it acts are equal
and opposite, while the nature and origin of the force may be dipolar, as in the attraction between a
north and a south pole.

“See Faraday's Researches, 3262.
359



Duhem y el electromagnetismo de Maxwell

Let us next consider the mechanical effect of a state of stress symmetrical about an axis. We
may resolve it, in all cases, into a simple hydrostatic pressure, combined with a simple pressure or
tension along the axis. When the axis is that of greatest pressure, the force along the axis will be a
pressure. When the axis is that of least pressure, the force along the axis will be a tension.

If we observe the lines of force between two magnets, as indicated by iron filings, we shall see
that whenever the lines of force pass from one pole to another, there is attraction between those
poles; and where the lines of force from the poles avoid each other and are dispersed into space, the
poles repel each other, so that in both cases they are drawn in the direction of the resultant of the
lines of force.

It appears therefore that the stress in the axis of a line of magnetic force is a tension, like that of
a rope.

If we calculate the lines of force in the neighbourhood of two gravitating bodies, we shall find
them the same in direction as those near two magnetic poles of the same name; but we know that
the mechanical effect is that of attraction instead of repulsion. The lines of force in this case do not
run between the bodies, but avoid each other, and are dispersed over space. In order to produce the
effect of attraction, the stress along the lines of gravitating force must be a pressure.

Let us now suppose that the phenomena of magnetism depend on the existence of a tension in
the direction of the lines of force, combined with ahydrostatic pressure; or in other words, a
pressure greater in the equatorial than in the axial direction: the next question is, what mechanical
explanation can we give of this inequality of pressures in a fluid or mobile medium ? The
explanation which most readily occurs to the mind is that the excess of pressure in the equatorial
direction arises from the centrifugal force of vortices or eddies in the medium having their axes in
directions parallel to the lines of force.

This explanation of the cause of the inequality of pressures at once suggests the means of
representing the dipolar character of the line of force. Every vortex is essentially dipolar, the two
extremities of its axis being distinguished by the direction of its revolution as observed from those
points.

We also know that when electricity circulates in a conductor, it produces lines of magnetic force
passing through the circuit, the direction of the lines depending on the direction of the circulation.
Let us suppose that the direction of revolution of our vortices is that in which vitreous electricity
must revolve in order to produce lines of force whose direction within the circuit is the same as that
of the given lines of force.

We shall suppose at present that all the vortices in any one part of the field are revolving in the
same direction about axes nearly parallel, but that in passing from one part of the field to another,
the direction of the axes, the velocity of rotation, and the density of the substance of the vortices are
subject to change. We shall investigate the resultant mechanical effect upon an element of the
medium, and from the mathematical expression of this resultant we shall deduce the physical
character of its different component parts.
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Prop. I. — If in two fluid systems geometrically similar the velocities and densities at
corresponding points are proportional, then the differences of pressure at corresponding points due
to the motion will vary in the duplicate ratio of the velocities and the simple ratio of the densities.

Let | be the ratio of the linear dimensions, m that of the velocities, n that of the densities, and p
that of the pressures due to the motion. Then the ratio of the masses of corresponding portions will
be I°n, and the ratio of the velocities acquired in traversing similar parts of the systems will be m; so
that I°mn is the ratio of the momenta acquired by similar portions in traversing similar parts of their
paths.

The ratio of the surfaces is I, that of the forces acting on them is 1°p, and that of the times during
which they act is I/m; so that the ratio of the impulse of the forces is Ip/m, and we have now

IS
I°mn =P,

m
mn= p;

that is, the ratio of the pressures due to the motion (p) is compounded of the ratio of the densities
(n) and the duplicate ratio of the velocities {m?), and does not depend on the linear dimensions of
the moving systems.

In a circular vortex, revolving with uniform angular velocity, if the pressure at the axis is po, that
at the circumference will be p; = po + “opv? where p is the density and v the velocity at the
circumference. The mean pressure parallel to the axis will be

1 5
po"‘ZpV =P,

If a number of such vortices were placed together side by side with their axes parallel, they
would form a medium in which there would be a pressure poparallel to the axes, and a pressure p; in
any perpendicular direction. If the vortices are circular, and have uniform angular velocity and
density throughout, then

2

p—p—lv
1 2—4P|

If the vortices are not circular, and if the angular velocity and the density are not uniform, but
vary according to the same law for all the vortices,

P, - P, =CpV?,

wherep is the mean density, and C is a numerical quantity depending on the distribution of
angular velocity and density in the vortex. In future we shall write u/4n instead of Cy, so that
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1
P,— P, = 4 HVZ (1)
T

wherep is a quantity bearing a constant ratio to the density, and v is the linear velocity at the
circumference of each vortex.

A medium of this kind, filled with molecular vortices having their axes parallel, differs from an
ordinary fluid in having different pressures in different directions. If not prevented by properly
arranged pressures, it would tend to expand laterally. In so doing, it would allow the diameter of
each vortex to expand and its velocity to diminish in the same proportion. In order that a medium
having these inequalities of pressure in different directions should be in equilibrium, certain
conditions must be fulfilled, which we must investigate.

Prop. 1l. — If the direction-cosines of the axes of the vortices with respect to the axes of x, vy,
and z be I, m, and n, to find the normal and tangential stresses on the co-ordinate planes.

The actual stress may be resolved into a simple hydrostatic pressure p; acting in all directions,
and a simple tension p:— p,, or /4 pv?, acting along the axis of stress.

Hence if px, pyy, and p, be the normal stresses parallel to the three axes, considered positive
when they tend to increase those axes ; and if py,;, px, andpybe the tangential stresses in the three
co-ordinate planes, considered positive when they tend to increase simultaneously the symbols
subscribed, then by the resolution of stresses(’),

1 212
=—w2’-p,,
pxx 4‘";“ pl

1
P =_“V2m2 U
4

1
pxx = “’VZnZ - pl '
4

1 2
P, =——p’mn,

© 7 A
1 5
=—nuv-onl,
Pox 4nu
1 5
=—nuvim.
pxy 411:“

“Rankine's Applied Mechanics, Art. 106.
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If we write a=vl, B=vm y y=vn, then
1, 1 ]
pxx - 4T Ho pli pyz - Ame MBY
1 1

pyy = EHB =P Py = E“’Yu C (2)
= i 2 _ = i op
pzz - 4m wy p11 pyz - 4t W J

Prop. I1l. — To find the resultant force on an element of the medium, arising from the variation

of internal stress.

We have in general, for the force in the direction of x per unit of volume by the law of
equilibrium of stresses("),

X=p, 4

d
— 3
™ Py, +— 0, (3)

dy ¥ dz

In this case the expression may be written

1 [d(pa) do., dp,  d(up) do. d(uy) do
X=— — —4g—t — — 4
41:{ dx aﬂmdx nder dy a+quy+ dz aﬂwdz )
Remembering that ad_x+Bd5 3—1 ;dd (a +B°+7y ) this becomes

<= ai{d(wx) d(up) , d(uw)

i i 2 2 2)
4w | dx ¥ dy " dz }+8nudx(a P +y)
_ dp _do) 1 (da_dy) dp
g (dx dy]+w4n(dz dx] dx

The expressions for the forces parallel to the axes of y and z may be written down from analogy.

()

We have now to interpret the meaning of each term of this expression.

We suppose a, B, y to be the components of the force which would act upon that end of a unit
magnetic bar which points to the north.

u represents the magnetic inductive capacity of the medium at any point referred to air as a

standard, po, up, py represent the quantity of magnetic induction through unit of area perpendicular
to the three axes of x, y, z respectively.

“Rankine's Applied Mechanics, Art. 116.
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The total amount of magnetic induction through a closed surface surrounding the pole of a
magnet, depends entirely on the strength of that pole; so that if dxdydz be an element, then

[;—Xua+§—yuﬁ +:—ZWJdXdde = 4nmdxdydz (6)

which represents the total amount of magnetic induction outwards through the surface of the
element dxdydz, represents the amount of "imaginary magnetic matter" within the element, of the
kind which points north.

The first term of the value of X, therefore,

1(d d d
—| —po+—pp+— 7
a4n[dxua+dyuﬁ+dzu\(] (7)

may be written
am (8)

where a is the intensity of the magnetic force, and m is the amount of magnetic matter pointing
north in unit of volume.

The physical interpretation of this term is, that the force urging a north pole in the positive
direction of x; is the product of the intensity of the magnetic force resolved in that direction, and the
strength of the north pole of the magnet.

Let the parallel lines from left to right in fig. 1 represent a field of magnetic force such as that of
the earth, sn being the direction from south to north. The vortices, according to our hypothesis, will
be in the direction shewn by the arrows in fig. 3, that is, in a plane perpendicular to the lines of
force, and revolving in the direction of the hands of a watch when observed from s looking towards
n. The parts of the vortices above the plane of the paper will be moving towards e, and the parts
below that plane towards w.

We shall always mark by an arrow-head the direction in which we must look in order to see the
vortices rotating in the direction of the hands of a watch. The arrow-head will then indicate the
northward direction in the magnetic field, that is, the direction in which that end of a magnet which
points to the north would set itself in the field.
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ANIP4 '

“
/|

Fig. 1.

Now let Abe the end of a magnet which points north. Since it repels the north ends of other
magnets, the lines of force will be directed from A outwards in all directions. On the north side the
line AD will be in the same direction with the lines of the magnetic field, and the velocity of the
vortices will be increased. On the south side the line AC will be in the opposite direction, and the
velocity of the vortices will be diminished, so that the lines of force are more powerful on the north
side of A than on the south side.

Fig. 2.

We have seen that the mechanical effect of the vortices is to produce a tension along their axes,

so that the resultant effect on A will be to pull it more powerfully towards D than towards C; that is,
A will tend to move to the north.

Let B in fig. 2 represent a south pole. The lines of force belonging to B will tend towards B, and
we shall find that the lines of force are rendered stronger towards E than towards F, so that the
effect in this case is to urge B towards the south.

It appears therefore that, on the hypothesis of molecular vortices, our first term gives a
mechanical explanation of the force acting on a north or south pole in the magnetic field.

365



Duhem y el electromagnetismo de Maxwell

'

./

Fig. 3

We now proceed to examine the second term,

éu;—x(az +B°+ yz).

Here o + BZ + yZiS the square of the intensity at any part of the field, and p, is the magnetic
inductive capacity at the same place. Any body therefore placed in the field will be urged towards
places of stronger magnetic intensity with a force depending partly on its own capacity for magnetic
induction, and partly on the rate at which the square of the intensity increases.

If the body be placed in a fluid medium, then the medium, as well as the body, will be urged
towards places of greater intensity, so that its hydrostatic pressure will be increased in that
direction. The resultant effect on a body placed in the medium will be the difference of the actions
on the body and on the portion of the medium which it displaces, so that the body will tend to or
from places of greatest magnetic intensity, according as it has a greater or less capacity for magnetic
induction than the surrounding medium.

Fig. 4.Fig. 5.
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In Fig. 4 the lines of force are represented as covering and becoming more powerful towards the
right, so that the magnetic tension at B is stronger than at A, and the body AB will be urged to the
right. If the capacity for magnetic induction is greater in the body than in the surrounding medium,
it will move to the right, but if less it will move to the left.

We may suppose in this case that the lines of force are converging to a magnetic pole, either
north or south, on the right hand.

In Fig. 5 the lines of force are represented as vertical, and becoming more numerous towards the
right. It may be shewn that if the force increases towards the right, the lines of force will be curved
towards the right. The effect of the magnetic tensions will then be to draw any body towards the
right with a force depending on the excess of its inductive capacity over that of the surrounding
medium.

We may suppose that in this figure the lines of force are those surrounding an electric current
perpendicular to the plane of the paper and on the right hand of the figure.

These two illustrations will shew the mechanical effect on a paramagnetic or diamagnetic body
placed in a field of varying magnetic force, whether the increase of force takes place along the lines
or transverse to them. The form of the second term of our equation indicates the general law, which
is quite independent of the direction of the lines of force, and depends solely on the manner in
which the force varies from one part of the field to another.

"We come now to the third term of the value of X,

1(dB da
~pp | P,
Ar\ dx dy
Here up is, as before, the quantity of magnetic induction through unit of area perpendicular to

the axis of y, and 3——3—“ is a quantity which would disappear if adx + dy + ydz were a complete
X ay

differential, that is, if the force acting on a unit north pole were subject to the condition that no work
can be done upon the pole in passing round any closed curve. The quantity represents the work done
on a north pole in travelling round unit of area in the direction from +x to +y parallel to the plane of
xy. Now if an electric current whose strength is r is traversing the axis of z, which, we may suppose,
points vertically upwards, then, if the axis of x is east and that of y north, a unit north pole will be
urged round the axis of z in the direction from x to y, so that in one revolution the work done will be

1
= 4nr. Hence — d_B_d_(x represents the strength of an electric current parallel toz through unit
A\ dx dy
of area; and if we write
1(dy d 1(da d 1(dB da
Am\ dy dz 4w\ dz dx Ar\ dx dy
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thenp, g, r will be the quantity of electric current per unit of area perpendicular to the axes of x, y,
and z respectively.

The physical interpretation of the third term of X, —ufr, is that if uf3 is the quantity of magnetic
induction parallel to y, and r the quantity of electricity flowing in the direction of z, the element will
be urged in the direction of —x, transversely to the direction of the current and of the lines of force;
that is, an ascending current in a field of force magnetized towards the north would tend to move
west.

To illustrate the action of the molecular vortices, let sn be the direction of magnetic force in the
field, and let C be the section of an ascending magnetic current perpendicular to the paper. The lines
of force due to this current will be circles drawn in the opposite direction from that of the hands of a
watch; that is, in the direction nwse. At e the lines of force will be the sum of those of the field and
of the current, and at w they will be the difference of the two sets of lines; so that the vortices on the
east side of the current will be more powerful than those on the west side. Both sets of vortices have
their equatorial parts turned towards C, so that they tend to expand towards C, but those on the east
side have the greatest effect, so that the resultant effect on the current is to urge it towards the west.

The fourth term,
1 (do dy
—| —===—-1, or 10
w4n[dz dx] Hyq (10)

may be interpreted in the same way, and indicates that a current g in the direction of y, that is, to
the north, placed in a magnetic field in which the lines are vertically upwards in the direction of z,
will be urged towards the east.

w/ ) \e
\NH/
N~ |
Fig. 6.
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The fifth term,

dp,
- 11
i (11)

merely implies that the element will be urged in the direction in which the hydrostatic pressure p;
diminishes.

We may now write down the expressions for the components of the resultant force on an
element of the medium per unit of volume, thus:

1 d(, dp,
X = —pn—I(v?)- — 12
om + o (v ) uBr + pyq ™ (12)

1 d dp
Y =pm+—p—I\v’)- r——= 13
B +8nudy(V) HYP + po dy (13)

1 dy, dp,
Z= —n—I(v?)- ——L 14
Ym+8nudZ(V) paq + pfp rm (14)

The first term of each expression refers to the force acting on magnetic poles.
The second term to the action on bodies capable of magnetism by induction.
The third and fourth terms to the force acting on electric currents.

And the fifth to the effect of simple pressure.

Before going further in the general investigation, we shall consider equations (12, 13, 14), in
particular cases, corresponding to those simplified cases of the actual phenomena which we seek to
obtain in order to determine their laws by experiment.

We have found that the quantities p, g, and r represent the resolved parts of an electric current in
the three co-ordinate directions. Let us suppose in the first instance that there is no electric current,
or that p, g, and r vanish. We have then by (9),

& dp_o  da dy_ B da_, 5
dy dz dz dx dx dy
whence we learn that adx + Bdy +ydz = do (16)

is an exact differential of ¢, so that

_d _de (17)

_do
@ oy Ta

Cdx

B
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u is proportional to the density of the vortices, and represents the "capacity for magnetic induction™
in the medium. It is equal to 1 in air, or in whatever medium the experiments were made which
determined the powers of the magnets, the strengths of the electric currents, &c.

Let us suppose p constant, then

_1]d Aoy, ey (d d’ d%
m= Am {dx (ho)+ dy (uB)+ dz (W)} T ”( dx? " dy? " dzz] (18)

represents the amount of imaginary magnetic matter in unit of volume. That there may be no
resultant force on that unit of volume arising from the action represented by the first term of
equations (12, 13, 14), we must have m =0, or

¢ d% d%_, (19)

Now it may be shewn that equation (19), if true within a given space, implies that the forces
acting within that space are such as would result from a distribution of centres of force beyond that
space, attracting or repelling inversely as the square of the distance.

Hence the lines of force in a part of space where p is uniform, and where there are no electric
currents, must be such as would result from the theory of "imaginary matter” acting at a distance.
The assumptions of that theory are unlike those of ours, but the results are identical.

Let us first take the case of a single magnetic pole, that is, one end of a long magnet, so long that
its other end is too far off to have a perceptible influence on the part of the field we are considering.
The conditions then are, that equation (18) must be fulfilled at the magnetic pole, and (19)
everywhere else. The only solution under these conditions is

p=—"" 20)

wherer is the distance from the pole, and m the strength of the pole. The repulsion at any point on a
unit pole of the same kind is

d_mi 21)
da pr
In the standard medium p = 1; so that the repulsion is simply m/r? in that medium, as has been
shewn by Coulomb.

In a medium having a greater value of p (such as oxygen, solutions of salts of iron, &c.) the
attraction, on our theory, ought to be less than in air, and in diamagnetic media (such as water,
melted bismuth, &c.) the attraction between the same magnetic poles ought to be greater than in air.

370



On physical lines of force

The experiments necessary to demonstrate the difference of attraction of two magnets according
to the magnetic or diamagnetic character of the medium in which they are placed, would require
great precision, on account of the limited range of magnetic capacity in the fluid media known to
us, and the small amount of the difference sought for as compared with the whole attraction.

Let us next take the case of an electric current whose quantity is C, flowing through a cylindrical
conductor whose radius is R, and whose length is infinite as compared with the size of the field of
force considered.

Let the axis of the cylinder be that of z, and the direction of the current positive, then within the
conductor the quantity of current per unit of area is

C 1(dp da
r= =—| ——-— 22
R? 4n[dx dyJ (22
so that within the conductor
C C
a=—2?y, B=2?x, vy=0. (23)

Beyond the conductor, in the space round it,

o=2C tan‘l%, (24)
do y do X do
=_=_2C—, =—=2C , =_=O y 25
*=x X2+ y? “ dy X+ y? "= (25)

If p=+/x*+y? is the perpendicular distance of any point from the axis of the conductor, a unit

north pole will experience a force = 2C/p , tending to move it round the conductor in the direction
of the hands of a watch, if the observer view it in the direction of the current.

Let us now consider a current running parallel to the axis of z in the plane of xz at a distance p.
Let the quantity of the current be c', and let the length of the part considered be I, and its section s,
so that c'/s is its strength per unit of section. Putting this quantity for p in equations (12, 13, 14), we
find

C
X=-pup—
S
per unit of volume; and multiplying by Is, the volume of the conductor considered, we find
X =—upc'l
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_ ol (26)
p

shewing that the second conductor will be attracted towards the first with a force inversely as the
distance.

We find in this case also that the amount of attraction depends on the value of p, but that it
varies directly instead of inversely as ; so that the attraction between two conducting wires will be
greater in oxygen than in air, and greater in air than in water.

We shall next consider the nature of electric currents and electromotive forces in connexion with
the theory of molecular vortices.
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PART II.

THE THEORY OF MOLECULAR VORTICES APPLIED TO ELECTRIC CURRENTS

We have already shewn that all the forces acting between magnets, substances capable of
magnetic induction, and electric currents, may be mechanically accounted for on the supposition
that the surrounding medium is put into such a state that at every point the pressures are different in
different directions, the direction of least pressure being that of the observed lines of force, and the
difference of greatest and least pressures being proportional to the square of the intensity of the
force at that point.

Such a state of stress, if assumed to exist in the medium, and to be arranged according to the
known laws regulating lines of force, will act upon the magnets, currents, &c. in the field with
precisely the same resultant forces as those calculated on the ordinary hypothesis of direct action at
a distance. This is true independently of any particular theory as to the cause of this state of stress,
or the mode in which it can be sustained in the medium. We have therefore a satisfactory answer to
the question, "Is there any mechanical hypothesis as to the condition of the medium indicated by
lines of force, by which the observed resultant forces may be accounted for?" The answer is, the
lines of force indicate the direction of minimum pressure at every point of the medium.

The second question must be, "What is the mechanical cause of this difference of pressure in
different directions?" We have supposed, in the first part of this paper, that this difference of
pressures is caused by molecular vortices, having their axes parallel to the lines of force.

We also assumed, perfectly arbitrarily, that the direction of these vortices is such that, on
looking along a line of force from south to north, we should see the vortices revolving in the
direction of the hands of a watch.

We found that the velocity of the circumference of each vortex must be proportional to the
intensity of the magnetic force, and that the density of the substance of the vortex must be
proportional to the capacity of the medium for magnetic induction.

We have as yet given no answers to the questions, " How are these vortices set in rotation?" and
"Why are they arranged according to the known laws of lines of force about magnets and currents?"
These questions are certainly of a higher order of difficulty than either of the former; and I wish to
separate the suggestions | may offer by way of provisional answer to them, from the mechanical
deductions which resolved the first question, and the hypothesis of vortices which gave a probable
answer to the second.

We have, in fact, now come to inquire into the physical connexion of these vortices with electric
currents, while we are still in doubt as to the nature of electricity, whether it is one substance, two

373



Duhem y el electromagnetismo de Maxwell

substances, or not a substance at all, or in what way it differs from matter, and how it is connected
with it.

We know that the lines of force are affected by electric currents, and we know the distribution of
those lines about a current; so that from the force we can determine the amount of the current.
Assuming that our explanation of the lines of force by molecular vortices is correct, why does a
particular distribution of vortices indicate an electric current? A satisfactory answer to this question
would lead us a long way towards that of a very important one, “"What is an electric current?"

| have found great difficulty in conceiving of the existence of vortices in a medium, side by side,
revolving in the same direction about parallel axes. The contiguous portions of consecutive vortices
must be moving in opposite directions; and it is difficult to understand how the motion of one part
of the medium can coexist with, and even produce, an opposite motion of a part in contact with it.

We know that the lines of force are affected by electric currents, and we know the distribution of
those lines about a current; so that from the force we can determine the amount of the current.
Assuming that our explanation of the lines of force by molecular vortices is correct, why does a
particular distribution of vortices indicated an electric current? A satisfactory answer to this
question would lead us a long way towards that of a very important one, "What is an electric
current?

| have found great difficulty in conceiving of the existence of vortices in a medium, side by side,
revolving in the same direction about parallel axes. The contiguous portions of consecutive vortices
must be moving in opposite directions; and it is difficult to understand how the motion of one part
of the medium can coexist with, and even produce, an opposite motion of a part in contact with it.

The only conception which has at all aided me in conceiving of this kind of motion is that of the
vortices being separated by a layer of particles, revolving each on its own axis in the opposite
direction to that of the vortices, so that the contiguous surfaces of the particles and of the vortices
have the same motion.

In mechanism, when two wheels are intended to revolve in the same direction, a wheel is placed
between them so as to be in gear with both, and this wheel is called an "idle wheel." The hypothesis
about the vortices which | have to suggest is that a layer of particles, acting as idle wheels, is
interposed between each vortex and the next, so that each vortex has a tendency to make the
neighbouring vortices revolve in the same direction with itself.

In mechanism, the idle wheel is generally made to rotate about a fixed axle; but in epicyclic
trains and other contrivances, as, for instance, in Siemens's governor for steam-engines (), we find
idle wheels whose centres are capable of motion. In all these cases the motion of the centre is the
half sum of the motions of the circumferences of the wheels between which it is placed. Let us
examine the relations which must subsist between the motions of our vortices and those of the layer
of particles interposed as idle wheels between them.

“ See Goodeve'sElements of Mechanism, p. 118.
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Prop. IV. — To determine the motion of a layer of particles separating two vortices.

Let the circumferential velocity of a vortex, multiplied by the three direction-cosines of its axis
respectively, be a, B, v, as in Prop. Il. Let I, m, n be the direction- cosines of the normal to any part
of the surface of this vortex, the outside of the surface being regarded positive. Then the
components of the velocity of the particles of the vortex at this part of its surface will be

np —my parallel tox
ly — na parallel to y,
mao — IB parallel to z.

If this portion of the surface be in contact with another vortex whose velocities are o', ', y', then
a layer of very small particles placed between them will have a velocity which will be the mean of
the superficial velocities of the vortices which they separate, so that if u is the velocity of the
particles in the direction of x,

1 1
u= Em(Y'—Y)—E”(B'—B)- (27)

since the normal to the second vortex is in the opposite direction to that of the first.

Prop. V. — To determine the whole amount of particles transferred across unit of area in the
direction of x in unit of time.

Let Xy, y1, 1 be the co-ordinates of the centre of the first vortex, X», Y2, Z», those of the second,

and so on. Let V3, Vs, &c. be the volumes of the first, second, &c. vortices, and V the sum of their
volumes. Let dS be an element of the surface separating the first and second vortices, and x, y, z its
co-ordinates. Let p be the quantity of particles on every unit of surface. Then if p be the whole
quantity of particles transferred across unit of area in unit of time in the direction of x, the whole

momentum parallel to x of the particles within the space whose volume is V' will be Vp, and we
shall have

Vp =Zupds (28)

the summation being extended to every surface separating any two vortices within the volume V .

Let us consider the surface separating the first and second vortices. Let an element of this
surface be dS, and let its direction-cosines be l;, m;, n; with respect to the first vortex, and l,, my, ny,
with respect to the second; then we know that

I, +1,=0, mi+m,=0, n;+n,=0. (29)
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The values of o, B, y vary with the position of the centre of the vortex; so that we may write

d d d
ocz=al+£(x2—xl)+d—3(y2—yl)+£(zz—zl). (30)

with similar equations for 3 and v.

The value of u may be written: —

1d
u= Ei{ml(x_ X1)+ mz(x_ Xz)}"'

1dy 1dy
+§@{m1()’— y)+m,(y—y,)}+ Ea{ml(z —2,)+m,(z-2,)}-
-5 o PG )G e S (- v) ey - v} -
—Ph-2)en-2) @

In effecting the summation of ZUpdS , We must remember that round any closed surface 21ds
and all similar terms vanish; also that terms of the form 2 1lydS, where | and y are measured in

different directions, also vanish; but that terms of the form XIxdS , where | and x refer to the same
axis of co-ordinates, do not vanish, but are equal to the volume enclosed by the surface. The result
is

1 (dy d
Vp=§p(d—;—d—§j(vl +V, + &) (32)

or dividing by V =V; + V, +&c.,

1 (dy dB
=—p| ——— 33
p Zp(dy dz) (33)
1
If we make p=—1. (34)
27

then equation (33) will be identical with the first of equations (9), which give the relation
between the quantity of an electric current and the intensity of the lines of force surrounding it.

It appears therefore that, according to our hypothesis, an electric current is represented by the
transference of the moveable particles interposed between the neighbouring vortices. We may
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conceive that these particles are very small compared with the size of a vortex, and that the mass of
all the particles together is inappreciable compared with that of the vortices, and that a great many
vortices, with their surrounding particles, are contained in a single complete molecule of the
medium. The particles must be conceived to roll without sliding between the vortices which they
separate, and not to touch each other, so that, as long as they remain within the same complete
molecule, there is no loss of energy by resistance. When, however, there is a general transference of
particles in one direction, they must pass from one molecule to another, and in doing so, may
experience resistance, so as to waste electrical energy and generate heat.

Now let us suppose the vortices arranged in a medium in any arbitrary manner. The quantities
j—z—%&c. will then in general have values, so that there will at first be electrical currents in the
medium. These will be opposed by the electrical resistance of the medium; so that, unless they are
kept up by a continuous supply of force, they will quickly disappear, and we shall then have
%—2—5: 0, &c.; that is, adx + Bdy + ydz will be a complete differential (see equations (15) and
(16)); so that our hypothesis accounts for the distribution of the lines of force.

In Plate VIII. p. 488, fig. 1, let the vertical circle EE represent an electric current flowing from
copper C to zinc Z through the conductor EE', as shewn by the arrows.

Let the horizontal circle MM’ represent a line of magnetic force embracing the electric circuit,
the north and south directions being indicated by the lines SN and NS.

Let the vertical circles V and V' represent the molecular vortices of which the line of magnetic
force is the axis. V revolves as the hands of a watch, and V' the opposite way.

It will appear from this diagram, that if V and V' were contiguous vortices, particles placed
between them would move downwards; and that if the particles were forced downwards by any
cause, they would make the vortices revolve as in the figure. We have thus obtained a point of view
from which we may regard the relation of an electric current to its lines of force as analogous to the
relation of a toothed wheel or rack to wheels which it drives.

In the first part of the paper we investigated the relations of the statical forces of the system. We
have now considered the connexion of the motions of the parts considered as a system of
mechanism. It remains that we should investigate the dynamics of the system, and determine the
forces necessary to produce given changes in the motions of the different parts.

Prop. VI. — To determine the actual energy of a portion of a medium due to the motion of the
vortices within it.

Let a, B,y be the components of the circumferential velocity, as in Prop. Il., then the actual
energy of the vortices in unit of volume will be proportional to the density and to the square of the
velocity. As we do not know the distribution of density and velocity in each vortex, w
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e cannot determine the numerical value of the energy directly; but since u also bears a constant
though unknown ratio to the mean density, let us assume that the energy in unit of volume is

E=Cup(a”+B°+79),
whereC is a constant to be determined.

Let us take the case in which

dé do d¢
== B="ty=—". 35
@ dx dy Y dz (35)
Let ¢ = d1tde, (36)
2 2 2 2 2 2
andlet 2|80, 90 000 ang £(99:, 09, 000 1, (37)
Am dx®  dy®  dz 4l dx? T dy?  dz

then¢, is the potential at any point due to the magnetic system mj, and ¢,, that due to the
distribution of magnetism represented by m,. The actual energy of all the vortices is

E =2Cp,((x2 +B%+y?)av (38)

the integration being performed over all space.

This may be shewn by integration by parts (see Green's "Essay on Electricity,” p. 10) to be equal
to

E =4nCZCp.(¢lm1 +¢,m, +,m, +¢,m, )dV . (39)

Or since it has been proved (Green's "Essay" p. 10) that

Zd)lmzdv = Zd)zmldv ,
E = —4xC(¢,m, + o,m, + 2¢,m, )dV . (40)

Now let the magnetic system m; remain at rest, and let m,, be moved parallel to itself in the
direction of x through a space dx; then, since ¢; depends on m; only, it will remain as before, so that
¢1m; will be constant; and since ¢, depends on m,, only, the distribution of ¢,, about m, will remain
the same, so that ¢.m, will be the same as before the change. The only part of E that will be altered
is that depending on 2 ¢;m, , because ¢; becomes ¢; + d ¢;/dxon account of the displacement. The
variation of actual energy due to the displacement is therefore
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8E =—4nCy (2% mzdv] 5x (41)

But by equation (12) the work done by the mechanical forces on m, during the motion is

_ do,
SW _Z [2&m2dv) 8x. (42)

and since our hypothesis is a purely mechanical one, we must have by the conservation of force,
O6E +86W =0(43)

that is, the loss of energy of the vortices must be made up by work done in moving magnets, so
that

—41:02 (Z%mzdv) 8x +Z (z%mzdv] 8x =0,

C=— (44)
so that the energy of the vortices in unit of volume is

%u(az +B2+7?) (45)

and that of a vortex whose volume is V is
1
gp(az +p? +y2)\/ (46)

In order to produce or destroy this energy, work must be expended on, or received from, the
vortex, either by the tangential action of the layer of particles in contact with it, or by change of
form in the vortex. We shall first investigate the tangential action between the vortices and the layer
of particles in contact with them.

Prop. VII. — To find the energy spent upon a vortex in unit of time by the layer of particles
which surrounds it.

Let P, Q, R be the forces acting on unity of the particles in the three co-ordinate directions, these
guantities being functions of x, y, and z. Since each particle touches two vortices at the extremities
of a diameter, the reaction of the particle on the vortices will be equally divided, and will be
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on each vortex for unity of the particles; but since the superficial density of the particles is 1/2n
(see equation (34)), the forces on unit of surface of a vortex will be

I S
4x 4x 4x

Now let dS be an element of the surface of a vortex. Let the direction-cosines of the normal bel,
m, n. Let the co-ordinates of the element be X, y, z. Let the component velocities of the surface be u,
v, w. Then the work expended on that element of surface will be

€ _ —i(Pu+Qv+ Rw)dS (47)
dt 47

Let us begin with the first term, PudS. P may be written

dpP dP dP
P+ — X+ ——dy + — 48
°+dxx+dy y+dzz (48)

and u=np -my.

Remembering that the surface of the vortex is a closed one, so that

ands - meds =Z mydS =Z mzdS =0,
and Znyds =Z nzdS =V,
. dP dP
we find PudS=|—B——%v |V 49
Spuss= (C-G ) 2
and the whole work done on the vortex in unit of time will be

aw __1 Z(Pu+Qv+ Rw)dS

dt 4n
1 dQ dR dR dP dP dQ
=—qaf ———|+B| ——— |+| ——— |} V 50
4n{a(dz dyj B(dx dz) [dy dxj} (0)
Prop. VIII. — To find the relations between the alterations of motion of the vortices, and the

forces P, Q, R which they exert on the layer of particles between them.

Let V be the volume of a vortex, then by (46) its energy is

380



On physical lines of force

E= Sip.(az +B%+ yz)\/ (51)
T
de 1 do _dB dy
and —=—ujo—+p—+y— |V 52
at  ant [adt+ dt+ydtj (52)

Comparing this value with that given in equation (50), we find

dQ dR da) (dR dP dp) (dP dQ dy
Q_dR_ da) gfdR_dP_ | 9B}, |dP_dQ_, dr)_ 53
a[dz dy udt}rﬁ(dx dz “dt]ﬂ((dy dx “dtj (53)

This equation being true for all values of o, B, and v, first let § and y vanish, and divide by a.
We find

dQ _dR_ da]
dz dy 't
dR dP  dp
drR_dp _ dB 54
dx  dz "t | >4)
dP_dQ _ dy
dy dx Tt

From these equations we may determine the relation between the alterations of motion do/dt,
&c. and the forces exerted on the layers of particles between the vortices, or, in the language of our

hypothesis, the relation between changes in the state of the magnetic field and the electromotive
forces thereby brought into play.

In a memoir "On the Dynamical Theory of Diffraction” (Cambridge Philosophical
Transactions, Vol. ix. Part 1, section 6), Professor Stokes has given a method by which we may
solve equations (54), and find P, Q and R in terms of the quantities on the right hand of those

equations. | have pointed out” the application of this method to questions in electricity and
magnetism.

Let us then find three quantities F, G, H from the equations

dG dH

07 e

dz dy

dH dF

af _dF _ gl 55
o np (59)
dF _dG _

dy ax )

“Cambridge Philosophical Transactions, Vol. X. Part I. Art. 3. "On Faraday's Lines of Force," pp. 205—209 of this
vol.
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. . 1 d d d
with the conditions —pV|— — —uy |=m=0, 56
41::u (dxua-'_dyuﬁ-'_dzw] (56)
and OI—F+d—G+d—H=0 (57)
dx dy dz
Differentiating (55) with respect to t, and comparing with (54), we find
dF dG dH
P=—oj, =—, R=—1, 58
dt Q dt dt (58)

We have thus determined three quantities, F, G, H, from which we can find P, Q, and R by
considering these latter quantities as the rates at which the former ones vary. In the paper already
referred to, | have given reasons for considering the quantities F, G, H as the resolved parts of that
which Faraday has conjectured to exist, and has called the electrotonic state. In that paper | have
stated the mathematical relations between this electrotonic state and the lines of magnetic force as
expressed in equations (55), and also between the electrotonic state and electromotive force as
expressed in equations (58). We must now endeavour to interpret them from a mechanical point of
view in connexion with our hypothesis.

We shall in the first place examine the process by which the lines of force are produced by an
electric current.

Let AB, Plate VIII. , p. 488, fig. 2, represent a current of electricity in the direction from A to B.
Let the large spaces above and below AB represent the vortices, and let the small circles separating
the vortices represent the layers of particles placed between them, which in our hypothesis represent
electricity.

Now let an electric current from left to right commence in AB. The row of vortices gh above AB
will be set in motion in the opposite direction to that of a watch. (We shall call this direction +, and
that of a watch —.) We shall suppose the row of vortices Kkl still at rest, then the layer of particles
between these rows will be acted on by the row gh on their lower sides, and will be at rest above. If
they are free to move, they will rotate in the negative direction, and will at the same time move
from right to left, or in the opposite direction from the current, and do form an induced electric
current.

If this current is checked by the electrical resistance of the medium, the rotating particles will act
upon the row of vortices kl, and make them revolve in the positive direction till they arrive at such a
velocity that the motion of the particles is reduced to that of rotation, and the induced current
disappears. If, now, the primary current AB be stopped, the vortices in the row gh will be checked,
while those of the row Kl still continue in rapid motion. The momentum of the vortices beyond the
layer of particles pg will tend to move them from left to right, that is, in the direction of the primary
current; but if this motion is resisted by the medium, the motion of the vortices beyond pq will be
gradually destroyed.
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It appears therefore that the phenomena of induced currents are part of the process of
communicating the rotatory velocity of the vortices from one part of the field to another.

As an example of the action of the vortices in producing induced currents, let us take the
following case :— Let B, Plate VIII, p. 488, fig. 3, be a circular ring, of uniform section, lapped
uniformly with covered wire. It may be shewn that if an electric current is passed through this wire,
a magnet placed within the coil of wire will be strongly affected, but no magnetic effect will be
produced on any external point. The effect will be that of a magnet bent round till its two poles are
in contact.

If the coil is properly made, no effect on a magnet placed outside it can be discovered, whether
the current is kept constant or made to vary in strength; but if a conducting wire C be made to
embrace the ring any number of times, an electromotive force will act on that wire whenever the
current in the coil is made to vary; and if the circuit be closed, there will be an actual current in the
wire C.

This experiment shews that, in order to produce the electromotive force, it is not necessary that
the conducting wire should be placed in a field of magnetic force, or that lines of magnetic force
should pass through the substance of the wire or near it. All that is required is that lines of force
should pass through the circuit of the conductor, and that these lines of force should vary in quantity
during the experiment.

In this case the vortices, of which we suppose the lines of magnetic force to consist, are all
within the hollow of the ring, and outside the ring all is at rest. If there is no conducting circuit
embracing the ring, then, when the primary current is made or broken, there is no action outside the
ring, except an instantaneous pressure between the particles and the vortices which they separate. If
there is a continuous conducting circuit embracing the ring, then, when the primary current is made,
there will be a current in the opposite direction through C; and when it is broken, there will be a
current through C in the same direction as the primary current.

We may now perceive that induced currents are produced when the electricity yields to the
electromotive force, — this force, however, still existingwhen the formation of a sensible current is
prevented by the resistance of the circuit.

The electromotive force, of which the components are P, Q, R, arises from the action between
the vortices and the interposed particles, when the velocity of rotation is altered in any part of the
field. It corresponds to the pressure on the axle of a wheel in a machine when the velocity of the
driving wheel is increased or diminished.

The electrotonic state, whose components are F, G, H, is what the electromotive force would be
if the currents, &c. to which the lines of force are due, instead of arriving at their actual state by
degrees, had started instantaneously from rest with their actual values. It corresponds to the impulse
which would act on the axle of a wheel in a machine if the actual velocity were suddenly given to
the driving wheel, the machine being previously at rest.
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If the machine were suddenly stopped by stopping the driving wheel, each wheel would receive
an impulse equal and opposite to that which it received when the machine was set in motion.

This impulse may be calculated for any part of a system of mechanism, and may be called the
reduced momentum of the machine for that point. In the varied motion of the machine, the actual
force on any part arising from the variation of motion may be found by differentiating the reduced
momentum with respect to the time, just as we have found that the electromotive force may be
deduced from the electrotonic state by the same process.

Having found the relation between the velocities of the vortices and the electromotive forces
when the centres of the vortices are at rest, we must extend our theory to the case of a fluid medium
containing vortices, and subject to all the varieties of fluid motion. If we fix our attention on any
one elementary portion of a fluid, we shall find that it not only travels from one place to another,
but also changes its form and position, so as to be elongated in certain directions and compressed in
others, and at the same time (in the most general case) turned round by a displacement of rotation.

These changes of form and position produce changes in the velocity of the molecular vortices,
which we must now examine.

The alteration of form and position may always be reduced to three simple extensions or
compressions in the direction of three rectangular axes, together with three angular rotations about

any set of three axes. We shall first consider the effect of three simple extensions or compressions.

Prop. IX. — To find the variations of a, B, y in the parallelepiped X, y, z when x becomes x3x; Y,
y + dy; and z, z + &z; the volume of the figure remaining the same.

By Prop. I1. we find for the work done by the vortices against pressure,
SW = p,8(xyz)- %(az yzOX + P°Zxdy + yzxySZ) : (59)
and by Prop. V1. we find for the variation of energy,
SW = i(aéix + BB + ¥y ) xyz. (60)

The sum SW+S8E must be zero by the conservation of energy, and 3(xyz) = 0, since xyz is
constant; so that

dX dy oz
a[&x_a7j+B(8B_B7]+Y(SY_YTJ_ 0. (61)

In order that this should be true independently of any relations between o, 8, and y, we must
have
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OX dy oz
8 = 1 8 = 1 8 = " 62
o=oa—" B By Y=v (62)

Prop. X. — To find the variations of o, B, y due to a rotation 6, about the axis of x fromy to z, a
rotation 6, about the axis of y from z to x, and a rotation 63 about the axis of z from x to y.

The axis of B will move away from the axis of x by an angle 63; so that B resolved in the
direction of x changes from 0 to -$6s.

The axis of y approaches that of x by an angle 6,; so that the resolved part of y in direction x
changes from 0 to y6.,.

The resolved part of o in the direction of x changes by a quantity depending on the second
power of the rotations, which may be neglected. The variations of a, B, y from this cause are
therefore

=10, —Pe,, Sp=ab,—70,, Sy =0, -, . (63)

The most general expressions for the distortion of an element produced by the displacement of
its different parts depend on the nine quantities

d d d d d d d d d
—o6x, —oéx, —ox, —oy, —o8y, —oy, —oéz, —déz, —oz;
dx dy X dz dx y dy y dz y dx dy ‘ dz

and these may always be expressed in terms of nine other quantities, namely, three simple
extensions or compressions,

along three axes properly chosen, x',y',z", the nine direction-cosines of these axes with their six
connecting equations, which are equivalent to three independent quantities, and the three rotations
01, 02, 03 about the axes of x, y, z.

Let the direction-cosines of x* with respect to x, y, z be l;,m;, ny, those of y'l,,m,, n,, and those of
Z', 13,m3, n3; then we find

d

=12 2 202

dx X y A
d%éix=llm187)f+I2m2%+lsm382—%—93 q (64)
d ox' o o7
ESX: |1n17+|2n2—yl+|3n3—l+92
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with similar equations for quantities involving dy and 6z.
Let o', B', v be the values of a, B, y referred to the axes x', y', z'; then

o' =lLa+mpB+ny
B'=lLa+m,B+ny (65)
Y =lLa+mB+n,y

We shall then have da = 1,60 +1,8B +1,8y'+y0, — B0, (66)

ox' , oy , 07

2 3

=la

BO; (67)
By substituting the values of o, B', y', and comparing with equations (64), we find

d d d
da=a—35 —0 —&X, 68
o adx x+Bdy x+ydZ X (68)

as the variation of o due to the change of form and position of the element. The variations of 3
and y have similar expressions.

Prop. XI.— To find the electromotive forces in a moving body.

The variation of the velocity of the vortices in a moving element is due totwo causes— the
action of the electromotive forces, and the change of form and position of the element. The whole
variation of a is therefore

oo = dQ aR ot + i8x+ﬁié§x+y18x (69)
dz dy dx dy dz

But since o is a function of x, y. z and t, the variation of a may be also written

do dot da do
oa=—0X+—0y+—0z+—at, 70
ax Ty YT (70)

Equating the two values of da and dividing by ot, and remembering that in the motion of an
incompressible medium

ddx d dy ddz _
——t—

(71)
dx dt dy dt dz dt

and that in the absence of free magnetism
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d—a+d—B+d—y=O, (72)
dx dy dz

we find

1(dQ dR d dx d dz d dx
dz dy

+y———a——+P——+
" Yazdt " %azat Py

JOrde_dodz dody dBox_da_o o
dzdt dzdt dy dt dydt dt

Putting oc:i a6 _dH (74)
pl dz dy

and

da_l[de dZHJ 75)

dt pldzdt  dydt

whereF, G, and H are the values of the electrotonic components for a fixed point of space, our
equation becomes

d dx dz dG d dy dx dH

d X q¥2 96 _dfp oW X _dH) 76
dz(Qﬂwdt MO Gt dt) dy[ TR G TP dtj (76)
d dx dz dG d dy dx dH

a X B9 Y Y g9
dz(Qﬂwdt e dt] dy( RO TG dt]

The expressions for the variations of 3 and y give us two other equations which may be written
down from symmetry. The complete solution of the three equations is

by gdz dF ¥
M "™ T Tt dx

dz dx dG d¥

=l X, 96 d¥ 77
Q=Ho =M 3 4 oy | (77)
dx dy dH d¥
R=pp P po ¥, 0%
PP TP Yot az |

The first and second terms of each equation indicate the effect of the motion of any body in the
magnetic field, the third term refers to changes in the electrotonic state produced by alterations of
position or intensity of magnets or currents in the field, and W is a function of x, y, z, and t, which is
indeterminate as far as regards the solution of the original equations, but which may always be
determined in any given case from the circumstances of the problem. The physical interpretation of
Wis, that it is the electric tension at each point of space.
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The physical meaning of the terms in the expression for the electromotive force depending on
the motion of the body, may be made simpler by supposing the field of magnetic force uniformly
magnetized with intensity a in the direction of the axis of x. Then if I, m, n be the direction-cosines
of any portion of a linear conductor, and S its length, the electromotive force resolved in the
direction of the conductor will be

e=S(Pl+Qm +Rn) (78)
_ dz_ . dy
e= Sua(m " dt] (79)

that is, the product of po, the quantity of magnetic induction over unit of area multiplied by

S(mg—i— nz—)t/] the area swept out by the conductor S in unit of time, resolved perpendicular to the

direction of the magnetic force.

The electromotive force in any part of a conductor due to its motion is therefore measured by the
number of lines of magnetic force which it crosses in unit of time; and the total electromotive force
in a closed conductor is measured by the change of the number of lines of force which pass through
it; and this is true whether the change be produced by the motion of the conductor or by any
external cause.

In order to understand the mechanism by which the motion of a conductor across lines of
magnetic force generates an electromotive force in that conductor, we must remember that in Prop.
X. we have proved that the change of form of a portion of the medium containing vortices produces
a change of the velocity of those vortices; and in particular that an extension of the medium in the
direction of the axes of the vortices, combined with a contraction in all directions perpendicular to
this, produces an increase of velocity of the vortices; while a shortening of the axis and bulging of
the sides produces a diminution of the velocity of the vortices.

This change of the velocity of the vortices arises from the internal effects of change of form, and
is independent of that produced by external electromotive forces. If, therefore, the change of
velocity be prevented or checked, electromotive forces will arise, because each vortex will press on
the surrounding particles in the direction in which it tends to alter its motion.

Let A, fig. 4, p. 488, represent the section of a vertical wire moving in the direction of the arrow
from west to east, across a system of lines of magnetic force running north and south. The curved
lines in fig. 4 represent the lines of fluid motion about the wire, the wire being regarded as
stationary, and the fluid as having a motion relative to it. It is evident that, from this figure, we can
trace the variations of form of an element of the fluid, as the form of the element depends, not on
the absolute motion of the whole system, but on the relative motion of its parts.

In front of the wire, that is, on its east side, it will be seen that as the wire approaches each
portion of the medium, that portion is more and more compressed in the direction from east to west,
and extended in the direction from north to south; and since the axes of the vortices lie in the north
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and south direction, their velocity will continually tend to increase by Prop. X., unless prevented or
checked by electromotive forces acting on the circumference of each vortex.

We shall consider an electromotive force as positive when the vortices tend to move the
interjacent particles upwards perpendicularly to the plane of the paper.

The vortices appear to revolve as the hands of a watch when we look at them from south to
north ; so that each vortex moves upwards on its west side, and downwards on its east side. In front
of the wire, therefore, where each vortex is striving to increase its velocity, the electromotive force
upwards must be greater on its west than on Its east side. There will therefore be a continual
increase of upward electromotive force from the remote east, where it is zero, to the front of the
moving wire, where the upward force will be strongest.

Behind the wire a different action takes place. As the wire moves away from each successive
portion of the medium, that portion is extended from east to west, and compressed from north to
south, so as to tend to diminish the velocity of the vortices, and therefore to make the upward
electromotive force greater on the east than on the west side of each vortex. The upward
electromotive force will therefore increase continually from the remote west, where it is zero, to the
back of the moving wire, where it will be strongest.

It appears, therefore, that a vertical wire moving eastwards will experience an electromotive
force tending to produce in it an upward current. If there is no conducting circuit in connexion with
the ends of the wire, no current will be formed, and the magnetic forces will not be altered; but if
such a circuit exists, there will be a current, and the lines of magnetic force and the velocity of the
vortices will be altered from their state previous to the motion of the wire. The change in the lines
of force is shewn in fig. 5. The vortices in front of the wire, instead of merely producing pressures,
actually increase in velocity, while those behind have their velocity diminished, and those at the
sides of the wire have the direction of their axes altered; so that the final effect is to produce a force
acting on the wire as a resistance to its motion. We may now recapitulate the assumptions we have
made, and the results we have obtained.

(1) Magneto-electric phenomena are due to the existence of matter under certain conditions of
motion or of pressure in every part of the magnetic field, and not to direct action at a distance
between the magnets or currents. The substance producing these effects may be a certain part of
ordinary matter, or it may be an ather associated with matter. Its density is greatest in iron, and
least in diamagnetic substances; but it must be in all cases, except that of iron, very rare, since no
other substance has a large ratio of magnetic capacity to what we call a vacuum.

(2) The condition of any part of the field, through which lines of magnetic force pass, is one of
unequal pressure in different directions, the direction of the lines of force being that of least
pressure, so that the lines of force may be considered lines of tension.

(3) This inequality of pressure is produced by the existence in the medium of vortices or eddies,

having their axes in the direction of the lines of force, and having their direction of rotation
determined by that of the lines of force.
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We have supposed that the direction was that of a watch to a spectator looking from south to
north. We might with equal propriety have chosen the reverse direction, as far as known facts are
concerned, by supposing resinous electricity instead of vitreous to be positive. The effect of these
vortices depends on their density, and on their velocity at the circumference, and is independent of
their diameter. The density must be proportional to the capacity of the substance for magnetic
induction, that of the vortices in air being 1. The velocity must be very great, in order to produce so
powerful effects in so rare a medium.

The size of the vortices is indeterminate, but is probably very small as compared with that of a
complete molecule of ordinary matter(").

(4) The vortices are separated from each other by a single layer of round particles, so that a
system of cells is formed, the partitions being these layers of particles, and the substance of each
cell being capable of rotating as a vortex.

(5) The particles forming the layer are in rolling contact with both the vortices which they
separate, but do not rub against each other. They are perfectly free to roll between the vortices and
so to change their place, provided they keep within one complete molecule of the substance; but in
passing from one molecule to another they experience resistance, and generate irregular motions,
which constitute heat. These particles, in our theory, play the part of electricity. Their motion of
translation constitutes an electric current, their rotation serves to transmit the motion of the vortices
from one part of the field to another, and the tangential pressures thus called into play constitute
electromotive force. The conception of a particle having its motion connected with that of a vortex
by perfect rolling contact may appear somewhat awkward. | do not bring it forward as a mode of
connexion existing in nature, or even as that which | would willingly assent to as an electrical
hypothesis. It is, however, a mode of connexion which is mechanically conceivable, and easily
investigated, and it serves to bring out the actual mechanical connexions between the known
electro-magnetic phenomena; so that | venture to say that any one who understands the provisional
and temporary character of this hypothesis, will find himself rather helped than hindered by it in his
search after the true interpretation of the phenomena.

The action between the vortices and the layers of particles is in part tangential; so that if there
were any slipping or differential motion between the parts in contact, there would be a loss of the
energy belonging to the lines of force, and a gradual transformation of that energy into heat. Now
we know that the lines of force about a magnet are maintained for an indefinite time without any
expenditure of energy; so that we must conclude that wherever there is tangential action between
different parts of the medium, there is no motion of slipping between those parts. We must therefore
conceive that the vortices and particles roll together without slipping; and that the interior strata of
each vortex receive their proper velocities from the exterior stratum without slipping, that is, the
angular velocity must be the same throughout each vortex.

“The angular momentum of the system of vortices depends on their average diameter; so that if the diameter were
sensible, we might expect that a magnet would behave as if it contained a revolving body within it, and that the
existence of this rotation might be detected by experiments on the free rotation of a magnet. | have made experiments to
investigate this question, but have not yet fully tried the apparatus.
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The only process in which electro-magnetic energy is lost and transformed into heat, is in the
passage of electricity from one molecule to another. In all other cases the energy of the vortices can
only be diminished when an equivalent quantity of mechanical work is done by magnetic action.

(6) The effect of an electric current upon the surrounding medium is to make the vortices in
contact with the current revolve so that the parts next to the current move in the same direction as
the current. The parts furthest from the current will move in the opposite direction; and if the
medium is a conductor of electricity, so that the particles are free to move in any direction, the
particles touching the outside of these vortices will be moved in a direction contrary to that of the
current, so that there will be an induced current in the opposite direction to the primary one.

If there were no resistance to the motion of the particles, the induced current would be equal and
opposite to the primary one, and would continue as long as the primary current lasted, so that it
would prevent all action of the primary current at a distance. If there is a resistance to the induced
current, its particles act upon the vortices beyond them, and transmit the motion of rotation to them,
till at last all the vortices in the medium are set in motion with such velocities of rotation that the
particles between them have no motion except that of rotation, and do not produce currents.

In the transmission of the motion from one vortex to another, there arises a force between the
particles and the vortices, by which the particles are pressed in one direction and the vortices in the
opposite direction. We call the force acting on the particles the electromotive force. The reaction on
the vortices is equal and opposite, so that the electromotive force cannot move any part of the
medium as a whole, it can only produce currents. When the primary current is stopped, the
electromotive forces all act in the opposite direction.

(7) When an electric current or a magnet is moved in presence of a conductor, the velocity of
rotation of the vortices in any part of the field is altered by that motion. The force by which the
proper amount of rotation is transmitted to each vortex, constitutes in this case also an electromotive
force, and, if permitted, will produce currents.

(8) When a conductor is moved in a field of magnetic force, the vortices in it and in its
neighbourhood are moved out of their places, and are changed in form. The force arising from these
changes constitutes the electromotive force on a moving conductor, and is found by calculation to
correspond with that determined by experiment.

We have now shewn in what way electro -magnetic phenomena may be imitated by an
imaginary system of molecular vortices. Those who have been already inclined to adopt an
hypothesis of this kind, will find here the conditions which must be fulfilled in order to give it
mathematical coherence, and a comparison, so far satisfactory, between its necessary results and
known facts. Those who look in a different direction for the explanation of the facts, may be able to
compare this theory with that of the existence of currents flowing freely through bodies, and with
that which supposes electricity to act at a distance with a force depending on its velocity, and
therefore not subject to the law of conservation of energy.
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The facts of electro-magnetism are so complicated and various, that the explanation of any
number of them by several different hypotheses must be interesting, not only to physicists, but to all
who desire to understand how much evidence the explanation of phenomena lends to the credibility
of a theory, or how far we ought to regard a coincidence in the mathematical expression of two sets
of phenomena as an indication that these phenomena are of the same kind. We know that partial
coincidences of this kind have been discovered; and the fact that they are only partial is proved by
the divergence of the laws of the two sets of phenomena in other respects. We may chance to find,
in the higher parts of physics, instances of more complete coincidence, which may require much
investigation to detect their ultimate divergence.

NOTE.

Since the first part of this paper was written, | have seen in Crelle's Journal for 1859, a paper by
Prof. Helmholtz on Fluid Motion, in which he has pointed out that the lines of fluid motion are
arranged according to the same laws as the lines of magnetic force, the path of an electric current
corresponding to a line of axes of those particles of the fluid which are in a state of rotation. This is
an additional instance of a physical analogy, the investigation of which may illustrate both electro-
magnetism and hydrodynamics.
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[From the Philosophical Magazine for January and February, 1802.]

PART III.

THE THEORY OF MOLECULAR VORTICES APPLIED TO STATICAL
ELECTRICITY.

In the first part of this paper(’) | have shewn how the forces acting between magnets, electric
currents, and matter capable of magnetic induction may be accounted for on the hypothesis of the
magnetic field being occupied with innumerable vortices of revolving matter, their axes coinciding
with the direction of the magnetic force at every point of the field.

The centrifugal force of these vortices produces pressures distributed in such a way that the final
effect is a force identical in direction and magnitude with that which we observe.

In the second part(” I described the mechanism by which these rotations may be made to
coexist, and to be distributed according to the known laws of magnetic lines of force.

| conceived the rotating matter to be the substance of certain cells, divided from each other by
cell-walls composed of particles which are very small compared with the cells, and that it is by the
motions of these particles, and their tangential action on the substance in the cells, that the rotation
is communicated from one cell to another.

| have not attempted to explain this tangential action, but it is necessary to suppose, in order to
account for the transmission of rotation from the exterior to the interior parts of each cell, that the
substance in the cells possesses elasticity of figure, similar in kind, though different in degree, to
that observed in solid bodies. The undulatory theory of light requires us to admit this kind of
elasticity in the luminiferous medium, in order to account for transverse vibrations. We need not
then be surprised if the magneto-electric medium possesses the same property.

According to our theory, the particles which form the partitions between the cells constitute the
matter of electricity. The motion of these particles constitutes an electric current; the tangential
force with which the particles are pressed by the matter of the cells is electromotive force, and the
pressure of the particles on each other corresponds to the tension or potential of the electricity.
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If we can now explain the condition of a body with respect to the surrounding medium when it
is said to be "charged" with electricity, and account for the forces acting between electrified bodies,
we shall have established a connexion between all the principal phenomena of electrical science.

We know by experiment that electric tension is the same thing, whether observed in statical or in
current electricity; so that an electromotive force produced by magnetism may be made to charge a
Leyden jar, as is done by the coil machine.

When a difference of tension exists in different parts of any body, the electricity passes, or tends
to pass, from places of greater to places of smaller tension. If the body is a conductor, an actual
passage of electricity takes place; and if the difference of tensions is kept up, the current continues
to flow with a velocity proportional inversely to the resistance, or directly to the conductivity of the
body.

The electric resistance has a very wide range of values, that of the metals being the smallest, and
that of glass being so great that a charge of electricity has been preserved () in a glass vessel for
years without penetrating the thickness of the glass.

Bodies which do not permit a current of electricity to flow through them are called insulators.
But though electricity does not flow through them, the electrical effects are propagated through
them, and the amount of these effects differs according to the nature of the body; so that equally
good insulators may act differently as dielectrics ().

Here then we have two independent qualities of bodies, one by which they allow of the passage
of electricity through them, and the other by which they allow of electrical action being transmitted
through them without any electricity being allowed to pass. A conducting body may be compared to
a porous membrane which opposes more or less resistance to the passage of a fluid, while a
dielectric is like an elastic membrane which may be impervious to the fluid, but transmits the
pressure of the fluid on one side to that on the other.

As long as electromotive force acts on a conductor, it produces a current which, as it meets with
resistance, occasions a continual transformation of electrical energy into heat, which is incapable of
being restored again as electrical energy by any reversion of the process.

Electromotive force acting on a dielectric produces a state of polarization of its parts similar in
distribution to the polarity of the particles of iron under the influence of a magnet (i), and, like the
magnetic polarization, capable of being described as a state in which every particle has its poles in
opposite conditions.

In a dielectric under induction, we may conceive that the electricity in each molecule is so
displaced that one side is rendered positively, and the other negatively electrical, but that the

“By Professor W. Thomson.
"Faraday, Experimental Researches, Series xi.
* See Prof. Mossotti, " DiscussioneAnalitica,” Memorie della Soc. Italiana (Modena), Vol. xxiv. Part 2, p. 49.
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electricity remains entirely connected with the molecule, and does not pass from one molecule to
another.

The effect of this action on the whole dielectric mass is to produce a general displacement of the
electricity in a certain direction. This displacement does not amount to a current, because when it
has attained a certain value it remains constant, but it is the commencement of a current, and its
variations constitute currents in the positive or negative direction, according as the displacement is
increasing or diminishing. The amount of the displacement depends on the nature of the body, and
on the electromotive force ; so that if h is the displacement, R the electromotive force, and E a
coefficient depending on the nature of the dielectric,

= — 4nE’h ;
and if r is the value of the electric current due to displacement,

dh
r=—.
dt

These relations are Independent of any theory about the internal mechanism of dielectrics; but
when we find electromotive force producing electric displacement in a dielectric, and when we find
the dielectric recovering from its state of electric displacement with an equal electromotive force,
we cannot help regarding the phenomena as those of an elastic body, yielding to a pressure, and
recovering its form when the pressure is removed.

According to our hypothesis, the magnetic medium is divided into cells, separated by partitions
formed of a stratum of particles which play the part of electricity. When the electric particles are
urged in any direction, they will, by their tangential action on the elastic substance of the cells,
distort each cell, and call into play an equal and opposite force arising from the elasticity of the
cells. When the force is removed, the cells will recover their form, and the electricity will return to
its former position.

In the following investigation | have considered the relation between the displacement and the
force producing it, on the supposition that the cells are spherical. The actual form of the cells
probably does not differ from that of a sphere sufficiently to make much difference in the numerical
result.

I have deduced from this result the relation between the statical and dynamical measures of
electricity, and have shewn, by a comparison of the electro-magnetic experiments of MM.
Kohlrausch and Weber with the velocity of light as found by M. Fizeau, that the elasticity of the
magnetic medium in air is the same as that of the luminiferous medium, if these two coexistent,
coextensive, and equally elastic media are not rather one medium.

It appears also from Prop. XV. that the attraction between two electrified bodies depends on the
value of E? and that therefore it would be less in turpentine than in air, if the quantity of electricity
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in each body remains the same. If, however, the potentials of the two bodies were given, the
attraction between them would vary inversely as E? and would be greater in turpentine than in air.

Prop. XII. To find the conditions of equilibrium of an elastic sphere whose surface is exposed to
normal and tangential forces, the tangential forces being proportional to the sine of the distance
from a given point on the sphere.

Let the axis of z be the axis of spherical co-ordinates.
Let &, n, C be the displacements of any particle of the sphere in the directions of x, y, and z.

Let pyx, Py, Pz be the stresses normal to planes perpendicular to the three axes, and let py;, Pax,Pxy
be the stresses of distortion in the planes yz, zx, and xy.

Let u be the coefficient of cubic elasticity, so that if

Pxx= Pyy = Pzz =P

d§ dn dg
= —t—4— 80).
P u(dx dy dz) (80)

Let m be the coefficient of rigidity, so that
d¢ d
pxx_ pyy=m[_§__;l)’&c' (81)

Then we have the following equations of elasticity in an isotropic medium,

fp-tm)[95, 951, 95,
PXX—(H SmJ(dx+dy+dz]+mdx’ (82)

with similar equations in y and z, and also

_Mmfdn 66} ec. 83)
2oo2(dz dy

In the case of the sphere, let us assume the radius = a, and
E=exz, m=ezy, C=f(x2+y2)+gzz+d. (84)

Then
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3

P, = Z(p—%m)(e +g)z+mez=p,
1
p, = 2[;1 —Emj(e +9)z+2mgz > (85)

pyz=%(e+2f)y
pxy=0

The equation of internal equilibrium with respect to z is

d d d
— — —np, =0, 86
dX pZX + dy pyZ + dZ pZZ ( )
which is satisfied in this case if
m(e+2f+29)+2(u—%mj(e+ g)=0 (87)

The tangential stress on the surface of the sphere, whose radius is a at an angular distance from
the axis in plane xz,

T =(p,, - p, )sinBcos6+ p,,(cos?6—sin?0) (88)
. ,~ Ma .
=2m(e+ f —g)asin@cos 6—7(e+2f)sm6 (89)
In order that T may be proportional to sin 6, the first term must vanish, and therefore

g=e+f (90)

T=—%(e+2f)sin9 (92)

The normal stress on the surface at any point is

N = p,, sin”8+ p,, cos’8+2p,, sinBcosO
= z(u - %m](e +g)acos® + 2macos{e + f)sin’6+ gcos’0}  (92)
or by (87) and (90), N =-ma(e+ f)cos@ (93)
The tangential displacement of any point is
t=£coss0-¢sin@=—(a’f +d)sind (94)
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The normal displacement is
N=£sin0+§cos0={a?(f +d)+dcosd. (95)
If we make a’(f+d)+d=0 (96)

there will be no normal displacement, and the displacement will be entirely tangential, and we
shall have

t=a’esin® (97)

The whole work done by the superficial forces is

U= 1Z(Tt)ds,

T2
the summation being extended over the surface of the sphere.

The energy of elasticity in the substance of the sphere is

1w [ de dn de dn dg (dc dg) dg¢  dn
U==){2p +—p,+—=> Ny =42 —4 Vv
ZZ{dX pxx + dy pyy + dZ pzz +(dz + dy pyz + dX + dZ pzx + dy + dX pxy

the summation being extended to the whole contents of the sphere.

We find, as we ought, that these quantities have the same value, namely
2 s
U =—§na me(e+2f). (98)

We may now suppose that the tangential action on the surface arises from a layer of particles in
contact with it, the particles being acted on by their own mutual pressure, and acting on the surfaces
of the two cells with which they are in contact.

We assume the axis of z to be in the direction of maximum variation of the pressure among the
particles, and we have to determine the relation between an electromotive force R acting on the
particles in that direction, and the electric displacement h which accompanies it.

Prop. XI1I. — To find the relation between electromotive force and electric displacement when
a uniform electromotive force R acts parallel to the axis of z.

Take any element &S of the surface, covered with a stratum whose density is p, and having its
normal inclined 6 to the axis of z; then the tangential force upon it will be

PpRSS sind = 2T3S . (99)
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T being, as before, the tangential force on each side of the surface. Putting p = 1/2rwas in
equation (34)("), we find

R=—-2nma(e+2f). (100)

The displacement of electricity due to the distortion of the sphere is
1. .
288 Ept sin®, taken over the whole surface; (101)

and if h is the electric displacement per unit of volume, we shall have

ina3h I : (102)
3 3
1
orh=—ae; (103)
27
so that R=amm®T2ly (104)
or we may write R=—4nE’h , (105)
provided we assume E?=—-mm ¢ +e2 f (106)
Finding e and f from (87) and (90), we get
2 3
E°=mm : (107)
om
1+ —
3pu

The ratio of m to p varies in different substances; but in a medium whose elasticity depends
entirely upon forces acting between pairs of particles, this ratio is that of 6 to 5, and in this case

E?=nm. (108)

When the resistance to compression is infinitely greater than the resistance to distortion, as in a
liquid rendered slightly elastic by gum or jelly,

E? = 3xm (109)

“Phil. Mag. April, 1861 [p. 471 of this vol.]
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The value of E? must lie between these limits. It is probable that the substance of our cells is of
the former kind, and that we must use the first value of E? which is that belonging to a
hypothetically "perfect” solid () in which

5m =6y, (110)
U

so that we must use equation (108).

Prop. XIV. — To correct the equations (9) (") of electric currents for the effect due to the
elasticity of the medium.

We have seen that electromotive force and electric displacement are connected by equation
(105). Differentiating this equation with respect to t, we find

dR dh
— _4qe2 9N 111
at . (111)

shewing that when the electromotive force varies, the electric displacement also varies. But a
variation of displacement is equivalent to a current, and this current must be taken into account in
equations (9) and added to r. The three equations then become

Am\dy dz E? dt
_lffa_dy_1dOJ( (112)
4n\ dy dx E° dt )

wherep, q, r are the electric currents in the directions of x, y, and z; a., B, y are the components of
magnetic intensity; and P, Q, R are the electromotive forces. Now if e be the quantity of free
electricity in unit of volume, then the equation of continuity will be

d_p+d_q+d_r+d_e=0 (113)
dx dy dz dt

Differentiating (112) with respect to x, y, and z respectively, and substituting, we find

d_e=—1 21 d_P+d_Q+d_R (114)
dt 4nE°dt\dx dy dz

“See Rankine "On Elasticity," Camb. and Dub. Math.Journ. 1851.
"Phil Mag. March, 1861 [p. 462 of this vol.].
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L (dp @ d—R) (115)

whence e= 5| ——+—+
AnE“\dx dy dz

the constant being omitted, because e = 0 when there are no electromotive forces.
Prop. XV. — To find the force acting between two electrified bodies.

The energy in the medium arising from the electric displacements is
1
U= ZE(Pf +Qg+RhBV (116)

whereP, Q, R are the forces, andf, g, h the displacements. Now when there is no motion of the
bodies or alteration of forces, it appears from equations (77) (")that

pz_d_lP, Q:_d_lP, R:—d—‘P; (118)
dx dy dz
and we know by (105) that
P=—4rE*f ,Q=-4nE%g, R =—47nE’h; (119)

2 2 2
whence U= 1 22 aw + aw + aw V. (120)
8nE dx dy dz

Integrating by parts throughout all space, and remembering that ¥ vanishes at an infinite
distance,

1 A’y d*¥ d°¥
U=- ¥ Vo 121
8nEZZ [dx2 * dy? * dzzj5 (121)
or by (115), U =% Z (we)sV . (122)

Now let there be two electrified bodies, and let e, be the distribution of electricity in the first,
and ¥, the electric tension due to it, and let

2 2 2
1 (d\P d°¥  d ‘PJ (123)

e, = +
Yo4nE?| dx? o dy?  dZ?

“Phil. Mag. May, 1861 [p. 482 of this vol.].
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Let e, be the distribution of electricity in the second body, and ¥,, the tension due to it; then the
whole tension at any point will be ¥, + ¥, and the expansion for U will become

U= %Z(\Plel +¥e,+¥e,+ lIlzel) 8V . (124)

Let the body whose electricity is e; be moved in any way, the electricity moving along with the
body, then since the distribution of tension ¥, moves with the body, the value of W¥,e; remains the
same.

Y,e, also remains the same; and Green has shewn (Essay on Electricity, p. 10) that We, =
Y,e,, so that the work done by moving the body against electric forces

W=8U=8)" (e BV (125)

And if ey is confined to a small body,

W =¢,0%,,
or Fdr = el%dr : (126)

whereF is the resistance and dr the motion.

If the body e, be small, then if r is the distance from e,, equation (123) gives

¥, =22,
2 r ’
whence F=-E° e;iz ; (127)

or the force is a repulsion varying inversely as the square of the distance.

Now let n; and 1 n, be the same quantities of electricity measured statically, then we know by
definition of electrical quantity

F=— ok, (128)

and this will be satisfied provided

n,=Ee, and n,=Ege, ; (129)
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so that the quantity F previously determined in Prop. XIlIl. is the number by which the
electrodynamic measure of any quantity of electricity must be multiplied to obtain its electrostatic
measure.

That electric current which, circulating round a ring whose area is unity, produces the same
effect on a distant magnet as a magnet would produce whose strength is unity and length unity
placed perpendicularly to the plane of the ring, is a unit current; and E units, of electricity, measured
statically, traverse the section of this current in one second, — these units being such that any two
of them, placed at unit of distance, repel each other with unit of force.

We may suppose either that E units of positive electricity move in the positive direction through
the wire, or that E units of negative electricity move in the negative direction, or, thirdly, that */,E
units of positive electricity move in the positive direction, while '/,E units of negative electricity
move in the negative direction at the same time.

The last is the supposition on which MM. Weber and Kohlrausch () proceed, who have found

% E =155,370,000,000 (130)

the unit of length being the millimetre, and that of time being one second, whence
E = 310,740,000,000 (131)

Prop. XVI. — To find the rate of propagation of transverse vibrations through the elastic
medium of which the cells are composed, on the supposition that its elasticity is due entirely to
forces acting between pairs of particles.

By the ordinary method of investigation we know that
V=|—, (132)

wherem is the coefficient of transverse elasticity, and p is the density. By referring to the
equations of Part I., it will be seen that if p is the density of the matter of the vortices, and p is the
"coefficient of magnetic induction,”

n=mp ; (133)

whence am=V’u ; (134)

“Abhandlungen der Kénig. Sachsischen Gesellschaft Vol. iii. (1857), p. 260.
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and by (108), E=V.u. (135)
In air or vacuum p =1, and therefore

V=E
= 310,740,000,000 mil lim etres per second ;. (136)
=193,088 miles per sec ond

The velocity of light in air, as determined by M. Fizeau (), is 70,843 leagues per second (25
leagues to a degree) which gives

V= 314,858,000,000 millimetres
= 195,647 miles per second.(137)

The velocity of transverse undulations in our hypothetical medium, calculated from the electro-
magnetic experiments of MM. Kohlrausch and Weber, agrees so exactly with the velocity of light
calculated from the optical experiments of M. Fizeau, that we can scarcely avoid the inference that
light consists in the transverse undulations of the same medium which is the cause of electric and
magnetic phenomena.

Prop. XVII. — To find the electric capacity of a Leyden jar composed of any given dielectric
placed between two conducting surfaces.

Let the electric tensions or potentials of the two surfaces be'¥; and W,. Let S be the area of each
surface, and 6 the distance between them, and let e and —e be the quantities of electricity on each
surface; then the capacity

(138)

Within the dielectric we have the variation of ¥ perpendicular to the surface

_ \Pl_lPZ
0

Beyond either surface this variation is zero.

Hence by (115) applied at the surface, the electricity on unit of area is

“Comptes Rendus, Vol. xxix. (1849), p. 90. In Galbraith and Haughton's Manual of Astronomy, M. Fizeau's result is
stated at 169,944 geographical miles of 1000 fathoms, which gives 193,118 statute miles; the value deduced from
aberration is 192,000 miles.
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lPl — ‘Pz
X 139
ATE’0 (139)
and we deduce the whole capacity of the apparatus,
S
C=—¥=; 140
ATE %0 (140)

so that the quantity of electricity required to bring the one surface to a given tension varies
directly as the surface, inversely as the thickness, and inversely as the square of E.

Now the coefficient of induction of dielectrics is deduced from the capacity of induction-
apparatus formed of them; so that if D is that coefficient, D varies inversely as E?, and is unity for
air. Hence

, (141)

whereV and V; are the velocities of light in air and in the medium. Now if i is the. index of
refraction, V/V.=1, and

D=-—; (142)
1)

so that the inductive power of a dielectric varies directly as the square of the index of refraction, and
inversely as the magnetic inductive power.

In dense media, however, the optical, electric, and magnetic phenomena may be modified in
different degrees by the particles of gross matter; and their mode of arrangement may influence
these phenomena differently in different directions. The axes of optical, electric, and magnetic
properties will probably coincide; but on account of the unknown and probably complicated nature
of the reactions of the heavy particles on the atherial medium, it may be impossible to discover any
general numerical relations between the optical, electric, and magnetic ratios of these axes.

It seems probable, however, that the value of E, for any given axis, depends upon the velocity of
light whose vibrations are parallel to that axis, or whose plane of polarization is perpendicular to
that axis.

In a uniaxal crystal, the axial value of E will depend on the velocity of the extraordinary ray, and
the equatorial value will depend on that of the ordinary ray.

In "positive" crystals, the axial value of E will be the least and in negative the greatest.

The value of D;, which varies inversely as E? will, cateris paribus, be greatest for the axial
direction in positive crystals, and for the equatorial direction in negative crystals, such as Iceland
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spar. If a spherical portion of a crystal, radius =a, be suspended in a field of electric force which
would act on unit of electricity with force =1, and if D and D,, be the coefficients of dielectric
induction along the two axes in the plane of rotation, then if 6 be the inclination of the axis to the
electric force, the moment tending to turn the sphere will be

(B, -D,) 12a%sin 28, (143)

3
2(2D, +1)(2D, +1)

and the axis of greatest dielectric induction (D;) will tend to become parallel to the lines of
electric force.
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PART IV.

THE THEORY OF MOLECULAR VORTICES APPLIED TO THE ACTION OF
MAGNETISM

ON POLARIZED LIGHT.

The connexion between the distribution of lines of magnetic force and that of electric currents
may be completely expressed by saying that the work done on a unit of imaginary magnetic matter,
when carried round any closed curve, is proportional to the quantity of electricity which passes
through the closed curve. The mathematical form of this law may be expressed as in equations (9)
("), which | here repeat, where o, B, v are the rectangular components of magnetic intensity, and p,
g, r are the rectangular components of steady electric currents,

_1(dy dp)]

'E[@_E

=i(d_°°_d_7 . (©)
4w\ dz dX)

rzi(d_ﬁ_d_a‘
4m\ dx dy )]

The same mathematical connexion is found between other sets of phenomena in physical
science.

(1) If o, B,y represent displacements, velocities, or forces, then p, q, r will be rotatory
displacements, velocities of rotation, or moments of couples producing rotation, in the elementary
portions of the mass.

(2) If a, B, y represent rotatory displacements in a uniform and continuous substance, then p, g, r
represent the relative linear displacement of a particle with respect to those in its immediate
neighbourhood. See a paper by Prof. W. Thomson "On a Mechanical Representation of Electric,
Magnetic, and Galvanic Forces,” Camb. and Dublin Math. Journal, Jan. 1847.

(3) If o, B, y represent the rotatory velocities of vortices whose centres are fixed, then p, q, r
represent the velocities with which loose particles placed between them would be carried along. See
the second part of this paper (Phil. Mag. April, 1861) [p. 469].

“Phil Mag. March, 1861 [p. 462 of this vol].
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It appears from all these instances that the connexion between magnetism and electricity has the
same mathematical form as that between certain pairs of phenomena, of which one has a linear and
the other a rotatory character. Professor Challis(") conceives magnetism to consist in currents of a
fluid whose direction corresponds with that of the lines of magnetic force; and electric currents, on
this theory, are accompanied by, if not dependent on, a rotatory motion of the fluid about the axis of
the current. Professor Helmholtz (") has investigated the motion of an incompressible fluid, and has
conceived lines drawn so as to correspond at every point with the instantaneous axis of rotation of
the fluid there. He has pointed out that the lines of fluid motion are arranged according to the same
laws with respect to the lines of rotation, as those by which the lines of magnetic force are arranged
with respect to electric currents. On the other hand, in this paper | have regarded magnetismas a
phenomenon of rotation, and electric currents as consisting of the actual translation of particles, thus
assuming the inverse of the relation between the two sets of phenomena.

Now it seems natural to suppose that all the direct effects of any cause which is itself of a
longitudinal character, must be themselves longitudinal, and that the direct effects of a rotatory
cause must be themselves rotatory. A motion of translation along an axis cannot produce a rotation
about that axis unless it meets with some special mechanism, like that of a screw, which connects a
motion in a given direction along the axis with a rotation in a given direction round it; and a motion
of rotation, though it may produce tension along the axis, cannot of itself produce a current in one
direction along the axis rather than the other.

Electric currents are known to produce effects of transference in the direction of the current.
They transfer the electrical state from one body to another, and they transfer the elements of
electrolytes in opposite directions, but they do not (*) cause the plane of polarization of light to
rotate when the light traverses the axis of the current.

On the other hand, the magnetic state is not characterized by any strictly longitudinal
phenomenon. The north and south poles differ only in their names, and these names might be
exchanged without altering the statement of any magnetic phenomenon; whereas the positive and
negative poles of a battery are completely distinguished by the different elements of water which
are evolved there. The magnetic state, however, is characterized by a well-marked rotatory
phenomenon discovered by Faraday (°) — the rotation of the plane of polarized light when
transmitted along the lines of magnetic force.

When a transparent diamagnetic substance has a ray of plane-polarized light passed through it,
and if lines of magnetic force are then produced in the substance by the action of a magnet or of an
electric current, the plane of polarization of the transmitted light is found to be changed, and to be
turned through an angle depending on the intensity of the magnetizing force within the substance.

“Phil. Mag. December, 1860, January and February, 1861.
"Crelle, Journal, Vol. LV. (1858), p. 25.

*Faraday, Experimental Researches, 951—954, and 2216—2220
®Ibid., Series xix.
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The direction of this rotation in diamagnetic substances is the same as that in which positive
electricity must circulate round the substance in order to produce the actual magnetizing force
within it; or if we suppose the horizontal part of terrestrial magnetism to be the magnetizing force
acting on the substance, the plane of polarization would be turned in the direction of the earth's true
rotation, that is, from west upwards to east.

In paramagnetic substances, M. Verdet () has found that the plane of polarization is turned in
the opposite direction, that is, in the direction in which negative electricity would flow if the
magnetization were effected by a helix surrounding the substance.

In both cases the absolute direction of the rotation is the same, whether the light passes from
north to south or from south to north, — a fact which distinguishes this phenomenon from the
rotation produced by quartz, turpentine, &c., in which the absolute direction of rotation is reversed
when that of the light is reversed. The rotation in the latter case, whether related to an axis, as in
quartz, or not so related, as in fluids, indicates a relation between the direction of the ray and the
direction of rotation, which is similar in its formal expression to that between the longitudinal and
rotatory motions of a right-handed or a left-handed screw; and it indicates some property of the
substance the mathematical form of which exhibits right-handed or left-handed relations, such as
are known to appear in the external forms of crystals having these properties. In the magnetic
rotation no such relation appears, but the direction of rotation is directly connected with that of the
magnetic lines, in a way which seems to indicate that magnetism is really a phenomenon of rotation.

The transference of electrolytes in fixed directions by the electric current, and the rotation of
polarized light in fixed directions by magnetic force, are the facts the consideration of which has
induced me to regard magnetism as a phenomenon of rotation, and electric currents as phenomena
of translation, instead of following out the analogy pointed out by Helmholtz, or adopting the theory
propounded by Professor Challis.

The theory that electric currents are linear, and magnetic forces rotatory phenomena, agrees so
far with that of Ampere and Weber ; and the hypothesis that the magnetic rotations exist wherever
magnetic force extends, that the centrifugal force of these rotations accounts for magnetic
attractions, and that the inertia of the vortices accounts for induced currents, is supported by the
opinion of Professor W. Thomson(T). In fact the whole theory of molecular vortices developed in
this paper has been suggested to me by observing the direction in which those investigators who
study the action of media are looking for the explanation of electro-magnetic phenomena.

Professor Thomson has pointed out that the cause of the magnetic action on light must be a real
rotation going on in the magnetic field. A right-handed circularly polarized ray of light is found to
travel with a different velocity according as it passes from north to south, or from south to north,
along a line of magnetic force. Now, whatever theory we adopt about the direction of vibrations in
plane-polarized light, the geometrical arrangement of the parts of the medium during the passage of

“Comptes Rendus, Vol. XLIII. p. 529; Vol. XLIV, p. 1209.
"See Nichol's Cyclopadia, art. "Magnetism, Dynamical Relations of," edition 1860; Proceedings of Royal Society,
June 1856 and June 1861; and Phil. Mag. 1857
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a right-handed circularly polarized ray is exactly the same whether the ray is moving north or south.
The only difference is, that the particles describe their circles in opposite directions. Since,
therefore, the configuration is the same in the two cases, the forces acting between particles must be
the same in both, and the motions due to these forces must be equal in velocity if the medium was
originally at rest; but if the medium be in a state of rotation, either as a whole or in molecular
vortices, the circular vibrations of light may differ in velocity according as their direction is similar
or contrary to that of the vortices.

We have now to investigate whether the hypothesis developed in this paper — that magnetic
force is due to the centrifugal force of small vortices, and that these vortices consist of the same
matter the vibrations of which constitute light — leads to any conclusions as to the effect of
magnetism on polarized light. We suppose transverse vibrations to be transmitted through a
magnetized medium. How will the propagation of these vibrations be affected by the circumstance
that portions of that medium are in a state of rotation?

In the following investigation, I have found that the only effect which the rotation of the vortices
will have on the light will be to make the plane of polarization rotate in the same direction as the
vortices, through an angle proportional —

(A) to the thickness of the substance,

(B) to the resolved part of the magnetic force parallel to the ray,
(C) to the index of refraction of the ray,

(D) inversely to the square of the wave-length in air,

(E) to the mean radius of the vortices,

(F) to the capacity for magnetic induction.

A and B have been fully investigated by M. Verdet("), who has shewn that the rotation is strictly
proportional to the thickness and to the magnetizing force, and that, when the ray is inclined to the
magnetizing force, the rotation is as the cosine of that inclination. D has been supposed to give the
true relation between the rotation of different rays; but it is probable that C must be taken into
account in an accurate statement of the phenomena. The rotation varies, not exactly inversely as the
square of the wave length, but a little faster; so that for the highly refrangible rays the rotation is
greater than that given by this law, but more nearly as the index of refraction divided by the square
of the wave-length.

The relation (E) between the amount of rotation and the size of the vortices shews that different
substances may differ in rotating power independently of any observable difference in other

“Annales de Chimie et de Physique, série 3, Vol. XLI. p. 370; Vol. XLIII. p. 37.
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respects. We know nothing of the absolute size of the vortices; and on our hypothesis the optical
phenomena are probably the only data for determining their relative size in different substances.

On our theory, the direction of the rotation of the plane of polarization depends on that of the
mean moment of momenta, or angular momentum, of the molecular vortices; and since M. Verdet
has discovered that magnetic substances have an effect on light opposite to that of diamagnetic
substances, it follows that the molecular rotation must be opposite in the two classes of substances.

We can no longer, therefore, consider diamagnetic bodies as being those whose coefficient of
magnetic induction is less than that of space empty of gross matter. We must admit the diamagnetic
state to be the opposite of the paramagnetic ; and that the vortices, or at least the influential majority
of them, in diamagnetic substances, revolve in the direction in which positive electricity revolves in
the magnetizing bobbin, while in paramagnetic substances they revolve in the opposite direction.

This result agrees so far with that part of the theory of M. Weber () which refers to the
paramagnetic and diamagnetic conditions. M. Weber supposes the electricity in paramagnetic
bodies to revolve the same way as the surrounding helix, while in diamagnetic bodies it revolves the
opposite way. Now if we regard negative or resinous electricity as a substance the absence of which
constitutes positive or vitreous electricity, the results will be those actually observed. This will be
true independently of any other hypothesis than that of M. Weber about magnetism and
diamagnetism, and does not require us to admit either M. Weber's theory of the mutual action of
electric particles in motion, or our theory of cells and cell-walls.

| am inclined to believe that iron differs from other substances in the manner of its action as well
as in the intensity of its magnetism; and I think its behaviour may be explained on our hypothesis of
molecular vortices, by supposing that the particles of the iron itself are set in rotation by the
tangential action of the vortices, in an opposite direction to their own. These large heavy particles
would thus be revolving exactly as we have supposed the infinitely small particles constituting
electricity to revolve, but without being free like them to change their place and form currents.

The whole energy of rotation of the magnetized field would thus be greatly increased, as we
know it to be; but the angular momentum of the iron particles would be opposite to that of the
&therial cells and immensely greater, so that the total angular momentum of the substance will be in
the direction of rotation of the iron, or the reverse of that of the vortices. Since, however, the
angular momentum depends on the absolute size of the revolving portions of the substance, it may
depend on the state of aggregation or chemical arrangement of the elements, as well as on the
ultimate nature of the components of the substance. Other phenomena in nature seem to lead to
theconclusion that all substances are made up of a number of parts, finite in size, the particles
composing these parts being themselves capable of internal motion.

Prop. XVIIl. — To find the angular momentum of a vortex. The angular momentum of any
material system about an axis is the sum of the products of the mass, dm, of each particle multiplied

“Taylor'sScientific Memoirs, Vol. v. p. 477.
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by twice the area it describes about that axis in unit of time; or if A is the angular momentum about
the axis of x,

As we do not know the distribution of density within the vortex, we shall determine the relation
between the angular momentum and the energy of the vortex which was found in Prop. VI.

Since the time of revolution is the same throughout the vortex, the mean angular velocity o will
be uniform and =a/r, where a is the velocity at the circumference, and r the radius. Then

A=der2w A=der2co

and the energy E =% E dmr’e’ =%Am
1 *
=—pa’V by Prop. VL. ()
8n

whence A= 1 praV . (144)
4

for the axis of x, with similar expressions for the other axes, V being the volume, and r the
radius of the vortex.

Prop. XIX. — To determine the conditions of undulatory motion in a medium containing
vortices, the vibrations being perpendicular to the direction of propagation.

Let the waves be plane-waves propagated in the direction of z, and let the axis of x and y be
taken in the directions of greatest and least elasticity in the plane xy. Let x and y represent the
displacement parallel to these axes, which will be the same throughout the same wave-surface, and
therefore we shall have x and y functions of z and t only.

Let Xbe the tangential stress on unit of area parallel to xy, tending tomove the part next the
origin in the direction of x.

Let Y be the corresponding tangential stress in thedirection of y.
Let k; and k~ be the coefficients of elasticity with respect

to these two kinds of tangential stress; then, if the medium is at rest,

“Phil. Mag. April 1861 [p. 472 of this vol.].
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X =k & yok Y
dz dz

Now let us suppose vortices in the medium whose velocities are represented as usual by the
symbols a, B, y, and let us suppose that the value of « is increasing at the ratedo/dt, on account of
the action of the tangential stresses alone, there being no electromotive force in the field. The
angular momentum in the stratum whose area is unity, and thickness dz, is therefore increasing at

the rate %urd—adz ; and if the part of the force Y which produces this effect is Y', then the moment
T

of Y' is —Y'dz, so that Y'=——pur—.

The complete value of Y when the vortices are in a state of varied motion is

T
- dx 1 _dBf’ (145)
Similarl yX = kld_Z+Ep‘ra

The whole force acting upon a stratum whose thickness is dz and area unity, is Z—Xdz in the
z

direction of x, and d—>z( ydz in direction of y. The mass of the stratum is pdz, so that we have as the

equations of motion,

d’x dX d°x d 1 _dp
Pz = =Kt W=

dt dz dz dz 4xw dt (146)
d’y _dv_, dy d 1  daf

o " a2z 2 dz? dzan” dt

Now the changes of velocity do/dt and dp/dt are produced
by the motion of the medium containing the vortices, which
distorts and twists every element of its mass; so that we must
refer to Prop. X () to determine these quantities in terms of the X
motion. We find there at equation (68),

da = aiSX +B18x + yi8x . (68)
dx dy dz

“Phil. Mag. May 1861 [p. 481 of this vol.]
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Since 6x and dy are functions of z and t only, we may write this equation

do _ '
dt ' dzdt
147
and in like manner, — =y
dt dzdt
so that if we now put k; = azp, ko = bzp, and %H—ry = c?we may write the equations of motion
T p

d’x 2d2x+ , dy

at? A dzdt (148)
dzy_bzdzy , d®x
a2 > a2 C dzadt

These equations may be satisfied by the values

x = Acos(nt —mz +a)
. (149)
y=B sm(nt— mz +a)
provided (nzmzaz)A =m’nc’B
(150)
and (nzmzbz)B =m’nc’A
Multiplying the last two equations together, we find
2 2,2 2~ 22 ) 4..2.4
(n —ma)(nmb)_mnc. (151)
an equation quadratic with respect to m?, the solution of which is
2
m? = 2N (152)

a’+b’ ﬁ/(a2 —b?f +4n%c*
These values of m? being put in the equations (150) will each give a ratio of A and B,

a’—b? Tr\/(az —~ bz)2 +4n°c*
2nc?

A
B ;

which being substituted in equations (149), will satisfy the original equations (148). The most
general undulation of such a medium is therefore compounded of two elliptic undulations of
different eccentricities travelling with different velocities and rotating in opposite directions. The
results may be more easily explained in the case in which a = b; then
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2

m?’=—" _and A=¥B. (153)
a” +Nnc

Let us suppose that the value of A is unity for both vibrations, then we shall have

X= COS[IT[ -

nz J ( nz J
———  |+cos| Nnt——
2 2 2 2
Ja’-nc Ja’+nc (154)
. n i n
y=sm[nt——2]+sm[nt——2]
Ja’-nc? Ja%+nc?

The first terms of x and y represent a circular vibration in the negative direction, and the second
term a circular vibration in the positive direction, the positive having the greatest velocity of
propagation. Combining the terms, we may write

X =2cos\nt — pz)cosqz
(nt - pz) osqz|. (155)
y= 2cos(nt — pz)sm qz
where p= n - n
24Ja?-nc?  24/a?+ nc? (156)
n n
and

= +
| 24Ja?—nc?  2+a?+nc?

These are the equations of an undulation consisting of a plane vibration whose periodic time is
2n/n , and wave-length 2nt/p = A, propagated in the direction of z with a velocity n/p = v, while the
plane of the vibration revolves about the axis of z in the positive direction so as to complete a
revolution when z = 2n/q.

Now let us suppose c® small, then we may write

n2c?

2a° '

p= 2 andq = (157)

and remembering that ¢ = iiw , we find
dnt p

Tropy
_Truy 158
a="- e (158)

Here r is the radius of the vortices, an unknown quantity, p is the density of the luminiferous
medium in the body, which is also unknown; but if we adopt the theory of Fresnel, and make s the

density in space devoid of gross matter, then

p=si® (159)
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wherei is the index of refraction.
On the theory of MacCullagh and Neumann,
p=s. (160)
in all bodies.
u is the coefficient of magnetic induction, which is unity in empty space or in air.

v is the velocity of the vortices at their circumference estimated in the ordinary units. Its value is
unknown, but it is proportional to the intensity of the magnetic force.

Let Z be the magnetic intensity of the field, measured as in the case of terrestrial magnetism,
then the intrinsic energy in air per unit of volume is

iZ2 =iﬂ:sy2 ,
8w 8w

wheres is the density of the magnetic medium in air, which we have reason to believe the same
as that of the luminiferous medium. We therefore put

1

=——7, 161

Y= s (161)
A is the wave-length of the undulation in the substance. Now if A be the wave-length for the same
ray in air, and i the index of refraction of that ray in the body,

A=-

% , (162)

Also v, the velocity of light in the substance, is related to V, the velocity of light in air, by the
equation

V= T , (163)

Hence if z be the thickness of the substance through which the ray passes, the angle through
which the plane of polarization will be turned will be in degrees,

0= @qz , (164)
T

or, by what we have now calculated,
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On physical lines of force

. 1 r piZz
0=90"—"F—=———. (165)
Jr st AV

In this expression all the quantities are known by experiment except r, the radius of the vortices
in the body, and s, the density of the luminiferous medium in air.

The experiments of M. Verdet () supply all that is wanted except the determination of Z in
absolute measure; and this would also be known for all his experiments, if the value of the
galvanometer deflection for a semi-rotation of the testing bobbin in a known magnetic field, such as
that due to terrestrial magnetism at Paris, were once for all determined.
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